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R �ESUM �E. Nous d�ecrivons dans cet article une adaptation des perceptrons multi-c ouchesaux donn�ees fonc-
tionnel les. L'adaptation propos�ee permet une mod�elisation supervis�ee (discrimination et/ou r�egression) non
lin �eaire de donn�ees fonctionnel les, sans repr�esentation pr�ealable de celles-ci sur une base. Nous montrons
que le mod�ele propos�e est un approximateur universel. De plus, l'estimation des param�etres optimaux d'un
perceptron multi-c ouchesfonctionnel param�etrique est consistante.
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1. In tro duction

Dansdenombreusessituations, il estnaturel ded�ecrireun individu par uneou plusieursfonctions.
Le cas le plus classiqueest celui d'un individu observ�e pendant un certain temps au cours duquel
plusieursmesuressont e�ectu �ees.On peut consid�erer par exempleplusieurs indicesboursiers�etudi�es
pendant une mêmep�eriode : chaqueplace boursi�ere est observ�eepar l'in term�ediaire d'une fonction
qui �a une date associe la valeur de clôture des indices associ�es �a cette place. Un autre exemple
naturel est celui des mesuresclimatiques. Comme dans l'exemple boursier, une r�egion peut être
observ�eegrâce�a une fonction qui �a une date associe desgrandeurscommela temp�erature moyenne
de la journ�ee correspondante, la quantit �e de pr�ecipitation, etc. Quand on dispose de donn�ees �a
haute r�esolution, on peut aussiprendre un point de vue g�eographique,la r�egion �etant alors d�ecrite
par une fonction qui �a descoordonn�eesg�eographiquesassocie les grandeursclimatiques observ�ees.
On peut ainsi �etudier la s�erie temporelle des fonctions quotidiennes. [RAM 97] pr�esente comment
les m�ethodes classiquesde l'analyse des donn�ees(Analyse en composantes principales, r�egression
lin�eaire, etc.) ont �et�e adapt�eesaux cas des donn�eesfonctionnelles. Parmi les m�ethodes non cit�ees
par cet ouvrage, on peut �evoquer entre autres l'extension desapprochesde type nu�eesdynamiques
([ABR 01]) et les approches non-param�etriques bas�eessur des estimateurs �a noyaux (utilis �eesen
discrimination/r �egression,e.g., [FER 01] ou pour une mod�elisation auto-r�egressive, e.g., [BES 00]).

0. Conf�erence invit �ee publi �ee dans les actes des Neuvi�emesjourn �eesde la Soci�et�e Francophone de Classi�-
cation.
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La principale limitation desm�ethodespropos�eesr�esidedans la repr�esentation desfonctions ma-
nipul�ees.Il est clair que pour des donn�eesr�eelles,il est illusoire de compter sur une connaissance
exacte des fonctions correspondant �a l'observation d'un individu. En g�en�eral, l'individu est connu
par l'in term�ediaire d'un nombre �ni d'observations. Chaqueobservation est un coupleentr �ee/sortie,
commepar exempleune date de mesureassoci�ee�a la valeur mesur�ee.Lesm�ethodesde l'ADF doivent
donc passerpar une phasede mod�elisation des individus a�n de transformer une suite �nie d'ob-
servations en une fonction. Si on laissede côt�e le cas particulier des situations dans lesquellesune
connaissanceexperte du probl�emepermet de proposerun mod�elea priori , l'ADF travaille en g�en�eral
par r�egularisation : chaque individu est repr�esent�e par une (ou plusieurs) fonction r�eguli�ere d�ecrite
par sescoordonn�eesdans une basefonctionnelle, en g�en�eral dessplines (les s�eriestrigonom�etriques
sont aussiutilis �ees,en particulier pour desdonn�eessuppos�eesp�eriodiques). Ce mode de repr�esenta-
tion est lin�eaireau senso�u la fonction repr�esentant un individu d�epend lin�eairement desobservations
associ�ees.

Or, on peut obtenir une repr�esentation bien plus pr�ecisequand on utilise un mod�elenon lin�eaire.
[BAR 93] montre en e�et qu'�a partir de la dimension trois (pour l'espacede d�epart des fonctions
�etudi�ees),uneapproximation par perceptron �a unecouche cach�eeest strictement plus e�cace qu'une
approximation par un mod�ele lin�eaire, au senso�u il faut plus de coe�cien ts num�eriques avec un
mod�ele lin�eaire pour obtenir la mêmequalit �e d'approximation que celle obtenue par le perceptron.
Pour la dimension deux, la qualit �e d'approximation est la même, alors que pour la dimension un,
lesmod�eleslin�eairesdominent. Cependant, il est illusoire de vouloir repr�esenter chaqueindividu par
un perceptron �a une couche cach�ee.En e�et, l'estimation d'un mod�ele non lin�eaire est un probl�eme
num�erique bien plus d�elicat que celui d'un mod�ele lin�eaire, ce qui setraduit par un temps de calcul
tr �es important et di�cilemen t acceptable dans la pratique. De plus, les basesutilis �ees pour les
mod�eleslin�eairessont eng�en�eral orthonorm�ees,cequi acc�el�ereconsid�erablement lescalculsult �erieurs
(une fois les individus repr�esent�essur la base). Ce type d'acc�el�eration n'est pas envisageablepour
un mod�ele neuronal. Dans la pratique, les individus ne peuvent donc pas vraiment être repr�esent�es
par desmod�elesnon lin�eaires.

Cependant, lesm�ethodesd'ADF travaillent toutes par \comparaison" avecdesmod�elesfonction-
nelsmâ�tris �es.L'A CP fonctionnelle r�eduit la dimensiondesdonn�eesen trouvant desaxesfonctionnels
pr�epond�erants, les m�ethodes�a noyaux utilisent desnoyaux fonctionnels, de mêmeque les m�ethodes
de type nu�eesdynamiques, etc. Or, les fonctions \mo d�eles" sont elles aussi repr�esent�eespar des
mod�eleslin�eaires(ce qui permet l'acc�el�eration descalculs �evoqu�eeplus haut). Nous proposonsdans
cette communication un mod�ele neuronal permettant une mod�elisation non lin�eaire, bas�ee sur la
suppressionde la phasede repr�esentation desindividus (qui seront donc manipul�esdirectement sous
forme d'une suite �nie d'observations). Dans un perceptron multi-couches (PMC) fonctionnel, les
neuronesde la premi�ere couche utilisent despoids fonctionnels que nous repr�esentons par desPMC
num�eriques (classiques)ou par des mod�eles lin�eaires, en fonction de la dimension de l'espacede
d�epart. De ce fait, les individus sont \compar�es" avec des fonctions repr�esent�eespar des mod�eles
�eventuellement non lin�eaires,mais en nombre limit �e, ce qui r�eduit les probl�emesde temps de calcul
�evoqu�es plus haut. La souplessedu mod�ele permet de toujours utiliser la repr�esentation la plus
adapt�eeau probl�eme.

L'article s'attache avant tout �a d�ecrire le mod�elepropos�e et �a donner les r�esultats th�eoriquesqui
autorisent son utilisation dans le cadre supervis�e (discrimination et/ou r�egression).Nous montrons
en particulier qu'on peut �etendre deux propri �et�es tr �es importantes des PMC num�eriques au cas
fonctionnel. Les PMC fonctionnels sont en e�et des approximateurs universels.De plus, pour une
pr�ecisiondonn�eeet une fonction �a approcher �x �ee, le PMC fonctionnel qui r�ealisel'approximation
de la fonction utilise un nombre �ni de param�etres num�eriques et peut donc être mis en �uvre
informatiquement. En�n, l'estimation desparam�etresoptimaux d'un PMC fonctionnel param�etrique
�a partir de donn�eesempiriques est consistante, ce qui con�rme la possibilit�e d'une mise en �uvre
e�ectiv e du mod�ele.
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2. Perceptron multi-couc hes fonctionnel

2.1. Neur one fonctionnel

Un neurone num�erique (classique) �a n entr �eescalcule une fonction N de R
n dans R d�e�nie

par : N (x) = T(w:x + b), o�u T est la fonction d'activation (de R dans R), w le vecteur de poids
synaptiques(w 2 R

n ) et b le seuil (un r�eel).

L'extension au cas fonctionnel ne poseaucun probl�eme, en rempla�cant le produit scalaire w:x
dansR

n par son�equivalent dansl'espacefonctionnel consid�er�e, cequi a �et�e propos�e dans[SAN 96a],
[SAN 96b] et [STI 99]. Plus pr�ecis�ement, �etant donn�e une mesure � -�nie � d�e�nie sur un espace
mesurableX , un neuronede L p(� ) dans R calcule une fonction N d�e�nie par :

N (g) = T
�

b+
Z

f gd�
�

; (1)

o�u T et b ont lesmêmesd�e�nitions quepour un neuronenum�erique,et o�u f est une fonction poids
(qui remplace donc le vecteur de poids du neurone num�erique). Si f 2 L q(� ), o�u q est l'exposant
conjugu�e de p, N (g) est d�e�nie pour tout g 2 L p(� ). De fa�con plus g�en�erale,on peut consid�erer une
partie de L p(� ) (ou un autre espacefonctionnel d�e�ni sur X ) et donc un ensemble plus g�en�eral de
fonctions poids acceptables.De même,il est parfaitement possibled'�etendre le mod�elepropos�e pour
d�e�nir un neurone�a plusieurs entr �eesfonctionnelles (cf [ROS 01]).

Notons que le mod�ele propos�e est un cas particulier du mod�ele plus g�en�eral dans lequel on
remplace w:x par l (x), o�u l est une forme lin�eaire continue d�e�nie sur l'espace vectoriel norm�e
d'entr �eedu neuroneg�en�eralis�e (cf [ROS 01]).

2.2. PMC fonctionnel

Comme le neurone fonctionnel propos�e dans la section pr�ec�edente produit une sortie r�eelle, la
construction d'un PMC fonctionnel neposepasdeprobl�eme: il su�t decommencerpar unepremi�ere
couche constitu�ee de neuronesfonctionnels, puis d'utiliser exclusivement des neuronesnum�eriques
dans les couchessuivantes. Le casle plus simple est celui d'un perceptron �a une couche cach�ee,avec
une entr �eefonctionnelle et une sortie num�erique. Un tel r�eseaucalcule la fonction suivante :

H (g) =
kX

i =1

ai T
�

bi +
Z

f i gd�
�

(2)

2.3. Mise en �uvr e pr atique

Plusieurs probl�emesseposent pour une r�ealisation informatique d'un PMC fonctionnel :

1. commenous l'avonssoulign�e en intro duction, les fonctions qui d�ecrivent les individus ne sont
connuesque par dessuites �nies de couplesentr �ees/sorties;

2. les fonctions poids doivent être repr�esent�eesd'une fa�con informatiquement acceptable;

3. le calcul des int�egralesest d�elicat.

2.3.1. Neurone param�etrique fonctionnel

La repr�esentation des fonctions poids est possiblepar diversestechniques. Nous nous focalisons
dans cet article sur une approche param�etrique. Plus pr�ecis�ement, pour tout neurone fonctionnel,
on supposedonn�e un espacede param�etresW (en g�en�eral R

t ) et une fonction F de W � X dansR.
Le neuronefonctionnel bas�e sur F (et W ) calcule la fonction :

N (w; g) = T
�

b+
Z

F (w; x)g(x) d� (x)
�

(3)
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Le r�eglagedu neurone fonctionnel se fait par l'in term�ediaire du param�etre w. Dans la pratique, F
peut être obtenue par diversestechniques comme par exempleun PMC num�erique ou un mod�ele
lin�eaire.Le mod�elepropos�eestdonc tr �essouplepuisqu'il permet d'utiliser la fonction la plus adapt�ee
�a la dimension de l'espaced'entr �ee(X ) desfonctions �etudi�ees.

2.3.2. Mod�ele probabiliste

Pour r�esoudreles autres probl�emes,nous mod�elisons l'observation des individus de fa�con pro-
babiliste. Plus pr�ecis�ement, l'individu repr�esent�e par la fonction g est connu par la suite �nie de
couples (x i ; g(x i )). On suppose que les x i sont des r�ealisations de la suite de variables al�eatoires
X i ind�ependantes et identiquement distribu �ees,�a valeurs dans X , et d�e�nies sur (
 ; A ; P). Dans ce
mod�ele, � est la mesureinduite sur X par X 0.

Dans ce cas, par d�e�nition,
R

f gd� = E(f (X 0)g(X 0)). Cette derni�ere grandeur est �nie (par
hypoth�esesur les fonctions poids du neuronefonctionnel) et la loi forte desgrands nombres permet
l'approximation suivante :

lim
m !1

1
m

mX

i =1

f (X i )g(X i ) =
Z

f gd� P p:s: (4)

Si la fonction d'activation T d'un neuronefonctionnel est continue, on peut donc approcher la sortie
de ce neuronepar la variable al�eatoire suivante :

bNm (g) = T

 

b+
1
m

mX

i =1

f (X i )g(X i )

!

(5)

Par extension, on peut aussi approcher la sortie d'un PMC fonctionnel par une suite de variables
al�eatoiresqui convergeversla sortie th�eorique.Dans la pratique, encombinant le mod�eleprobabiliste
avec l'approche param�etrique, on obtient la suite de variablesal�eatoiressuivante (pour l'exemple du
perceptron �a une couche cach�eedonn�e par l' �equation 2) :

bH (g; w)m =
kX

i =1

ai T

0

@bi +
1
m

mX

j =1

Fi (wi ; X j )g(X j )

1

A ; (6)

o�u w = (a1; : : : ; ak ; b1; : : : ; bk ; w1; : : : ; wi ).

Le mod�ele pratique obtenu est assezproche de celui propos�e par [CHE 95], avec une di� �erence
cruciale : dans le mod�ele de [CHE 95], les points d'�evaluation des fonctions ne sont pas d�etermi-
n�es par les donn�ees.L'existence de points d'�evaluation v�eri�an t certaines propri �et�es est garantie
par un th�eor�eme non constructif, ce qui limite consid�erablement la port �ee pratique de ce mod�ele,
contrairement au notre.

Notons que comme annonc�e en intro duction, les individus sont trait �esdirectement, sansmod�e-
lisation pr�ealablepar une fonction r�eguli�ere.

3. Appro ximation univ erselle

3.1. Intr oduction

La puissancedes PMC num�eriques est garantie par un ensemble de r�esultats d'approximation
universellequi �etablissent que toute fonction r�eguli�ere peut être approch�eearbitrairement bien par
un PMC (cf par exemple[LES 93], [HOR 93] et [STI 99]). Dans la pratique, cesr�esultats permettent
d'utiliser desPMC pour approcher n'imp orte quellefonction d'un ensemble d'individus versun autre
ensemble, �a des�ns de r�egressionnon lin�eaire ou de discrimination (mod�elisation supervis�ee).

Des r�esultats similaires sont disponibles pour les PMC fonctionnels ([CHE 95], [SAN 96b] et
[STI 99]), mais ils ne s'appliquent pas directement �a notre mod�ele, soit parce qu'ils sont trop limi-
t�es ([CHE 95]), soit, au contraire, parce qu'ils sont trop g�en�eraux et font des hypoth�esespresque
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aussi complexes�a v�eri�er que le th�eor�eme lui-même ([SAN 96b] et [STI 99]). C'est pourquoi nous
proposonsdans la section suivante deux corollaires adapt�es �a notre mod�ele.

3.2. Notations et r �esultats

On note C(A; B ) l'ensemble desfonctions continuesde A dans B (qui sont deux espacestopolo-
giques).

D �e�nition 1. Soit X un espacevectoriel norm�e, A un sous-ensemble de X � et T une fonction de R

dansR. On note SX
T (A) l'ensemble desfonctions de X dansR de la forme h(x) =

P k
i =1 ai T(l i (x) +

bi ), o�u k est un entier positif, les ai et les bi sont desr�eelset les l i sont des�el�ements de A.

SX
T (A) est en fait l'ensemble des fonctions exactement r�ealisablespar un perceptron g�en�eralis�e

�a une couche cach�ee dans lequel les neuronescach�es sont les neuronesg�en�eralis�es �evoqu�es dans la
section 2.1. Pour obtenir un PMC fonctionnel, il su�t de consid�erer pour X un espacefonctionnel
de type L p(� ) et pour A les formes lin�eairesengendr�eespar les fonctions de L q(� ), commedans les
corollaires suivants :

Corollaire 1. Soit � une mesure de Borel �nie d�e�nie sur R
n . Soit un r�eel 1 < p � 1 et son

exposant conjugu�e q. Soit V un sous-espace densede L q(� ). Soit AV l'ensembledesformes lin�eaires
sur L p(� ) construites grâce aux �el�ements de V , c'est-�a-dire de la forme l(f ) =

R
f gd� pour un

g 2 V . Soit T une fonction de R dans R, continue et non polynomiale.

Alors SL p ( � )
T (AV ) est densedans C(K ; R) pour tout compact K de L p(� ).

Corollaire 2. Soit � une mesure de Borel �nie �a support compact d�e�nie sur R
n . Soit V un sous-

espace de L 1 (� ) uniform�ement densesur les compacts dans C(Rn ; R). Soit T une fonction de R

dans R, continue et non polynomiale.

Alors SL 1 ( � )
T (AV ) est densedans C(K ; R) pour tout compact K de L 1(� ).

Pour une d�emonstration de versionsl�eg�erement plus g�en�eralesde cescorollaires, voir [ROS 01]
et [ROS 02b].

3.3. Discussion

Les corollaires propos�es montrent que si les fonctions poids sont bien repr�esent�ees(i.e., sont
choisiesdans desensembles V su�sammen t \gros" ), un perceptron fonctionnel �a une couche cach�e
peut approcher arbitrairement bien une fonction continue d'un compact de l'espace fonctionnel
consid�er�e dans R. On obtient donc une g�en�eralisation au cas fonctionnel des r�esultats connus pour
le casnum�erique. Quelquesremarquess'imposent :

{ les r�esultats de [HOR 91] montrent qu'on peut prendre pour V (dans le cas du corollaire 1)
l'ensemble desfonctions exactement calculable par un perceptron num�erique �a une couche ca-
ch�ee (en prenant par exempleune fonction d'activation continue et non polynomiale). Or, si
on �xe une pr�ecisiond'approximation, le PMC fonctionnel fourni par le corollaire 1 utilise bien
entendu un nombre �ni de neurones.Comme chaque neurone est param�etr�e par deux coe�-
cients num�eriqueset une fonction poids, et que cette fonction poids est elle-m̂emeexactement
calcul�eepar un PMC num�erique, la fonction de K � L p(� ) dans R est approch�eegrâce�a un
nombre �ni de param�etresnum�eriques.On peut donc esp�erer pouvoir r�ealiserdans la pratique
cette forme d'approximation ;

{ on peut montrer que l'hypoth�ese1 < p du corollaire 1 peut serelâcher en 1 � p. Mais comme
l'indique [STI 99], il est tr �es di�cile de construire un sous-ensemble dense de L 1 (� ). En
particulier, si � n'a pas un support compact, aucun ensemble de fonctions calcul�eespar PMC
n'est densedans L 1 (� ). Ceci explique le recoursau corollaire 2. Comme pour le corollaire 1,
on peut prendre pour V des fonctions calcul�eespar un perceptron num�erique �a une couche
cach�ee(cf [HOR 93]) ;
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{ les r�esultats obtenus s'appliquent au calcul exact r�ealis�e par le PMC fonctionnel. Dans la
pratique, on approche en chaquepoint ce calcul par la r�ealisation d'une variable al�eatoire
bH (g; w)m . La quantit �e de donn�ees(i.e., la valeur de m) n�ecessaire�a une bonneapproximation
en g d�epend de g.

4. Consistance

4.1. R�esultat

Dans la pratique, nous estimonsles param�etresoptimaux d'un PMC fonctionnel param�etrique �a
partir de donn�eesdoublement incompl�etes.Nous travaillons en e�et �a partir d'un ensemble �ni de
fonctions (i.e., d'individus). De plus, chaque fonction est connue grâce�a un nombre �ni de couples
entr �ee/sortie. L'estimation reste cependant consistante, commele montre le th�eor�emesuivant :

Theorem 1. Soit X i
j une suite de variables al�eatoires ind�ependanteset identiquement distribu�ees,

d�e�nies sur (
 ; A ; P) et �a valeur dans Z , un compact de R
s . On note � la probabilit�e induite sur Z

par X 0
0 (on note X cette derni�ere v.a.).

Soit K un compact de l'espace C(Z; R) (muni de la norme in�nie). Soit (Gi ; Y i ) une suite de
couplesde variablesal�eatoires ind�ependanteset identiquement distribu�ees,d�e�nies sur (
 ; A ; P) et
�a valeur dans K � R

t . On note Y = Y 0.

Soit k > 0 un entier, q � 1 un r�eel, et F 1; : : : ; F k , k fonctions telles que :

1. F l est une fonction de W l � Z dans R

2. W l est un espace m�etrique compact

3. pour tout x 2 Z , F l (:; x) est continue

4. pour tout wl
h 2 W l , F l (wl

h ; :) est mesurable

5. il existeune fonction mesurabledl de Z dansR, �el�ementde L q(� ), telle quepour tout wl
h 2 W l

et tout x 2 Z , jF l (wl
h ; x)j � dl (x)

Soit en�n l , une fonction de R
k � R

t � Wo dans R (o�u Wo est un espace m�etrique compact), telle
que :

1. pour tout y 2 R
t , l (:; y; :) est uniform�ement continue

2. pour tout wo 2 Wo, l (:; :; wo) est mesurable

3. il existe une fonction mesurable d0 de R
t dans R telle que jl (x; y; wo)j < d0(y) pour tout x et

tout wo

4. E(d0(Y )) < 1

On d�e�nit alors pour tout ! 2 
 :

� m
n (wh ; wo)( ! ) =

1
n

nX

i =1

l

0

@ 1
mi

m iX

j =1

F 1

 

w1
h ; X i

j (! )

1

A Gi (! )
�
X i

j (! )
�

; : : : ;

1
mi

m iX

j =1

F k �
wk

h ; X i
j (! )

�
Gi (! )

�
X i

j (! )
�

; Y i (! ); wo

!

; (7)

o�u m est d�e�ni par m = inf 1� i � n mi ; et :

� (wh ; wo) = E
�

l
� Z

F 1 �
w1

h ; x
�

G(x)d� (x); : : : ;
Z

F k �
wk

h ; x
�

G(x)d� (x); Y; wo

��
(8)

Alors pour tout couple (n; m) et tout ! la fonction � m
n (! ) poss�edeun minimum qu'on note

wm
n (! ) = arg min

w2 W h � W o

� m
n (wh ; wo)( ! )
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Soit W � l'ensembledes points qui r�ealisent le minimum de � (wh ; wo). Pour P presquetout ! ,
on a :

lim
n !1

lim
m !1

d(wm
n (! ); W � ) = 0 (9)

Pour une d�emonstration d'une version plus g�en�erale de ce th�eor�eme,voir [ROS 01].

4.2. Discussion

Le r�esultat �enonc�e est asseztechnique. On peut l'in terpr�eter en pratique grâce aux remarques
suivantes :

{ les individus sont mod�elis�esgrâce�a deux suites de variablesal�eatoires.La suite Gi correspond
aux individus eux-mêmeset donc �a desvariablesal�eatoiresfonctionnelles.Pour chaqueindividu
(i.e., chaque Gi ), on disposed'une suite d'observations, les X i

j , comme indiqu�e �a la section
2.3.2. En�n, commenoussommesdansun mod�elesupervis�e, chaqueindividu est associ�e �a une
\cible" , Y i , encoreune fois mod�elis�eepar une suite de v.a. ;

{ les F l correspondent �a la repr�esentation param�etrique des fonctions poids, comme indiqu�e �a
la section 2.3.1;

{ la partie la plus �eloign�eedu mod�ele de PMC fonctionnel propos�e dans l'article est la fonction
l . En fait, cette fonction est la compos�ee de la fonction de coût qui mesure la qualit �e des
param�etres du PMC (c'est pourquoi on utilise Y , la cible, dans la d�e�nition de � (wh ; wo)) et
de la \�n" du PMC fonctionnel �etudi�e. Cette �n correspond �a toute la partie num�erique du
PMC fonctionnel. Le param�etre wo regroupe tous les param�etres num�eriques.Si on consid�ere
le casd'un perceptron fonctionnel �a une couche cach�ee,avec une erreur quadratique, on peut
d�e�nir l de la fa�con suivante :

l (u1; : : : ; uk ; y; wo) =

 
kX

i =1

ai T(bi + ui ) � y

! 2

;

avec wo = (a1; b1; : : : ; ak ; bk ) 2 R
2k . L'id �ee est donc de s�eparer le calcul fonctionnel, qui

intro duit une approximation (une moyenneremplaceune int�egrale), du calcul num�erique qui
est exact;

{ � (wh ; wo) correspond �a l'erreur th�eoriquee�ectu �eepar le mod�ele,dans le casde calculsexacts
et d'une connaissanceparfaite ;

{ � m
n (wh ; wo)( ! ) correspond �a l'erreur empirique, obtenue avecdesdonn�eeslimit �eeset un calcul

approximatif.
Au �nal, le th�eor�eme indique simplement que le calcul des param�etres optimaux d'un PMC fonc-
tionnel �a partir de l'erreur empirique (�evalu�ee grâce au calcul approch�e de la sortie du PMC) est
consistant, au senso�u cesparam�etres convergent presqueŝurement vers les param�etres optimaux
quand la connaissancedesdonn�eesaugmente. La seulelimitation du r�esultat est que la convergence
propos�ee est s�equentielle : pour une pr�ecision souhait�ee pour les param�etres optimaux, le nombre
de points d'�evaluation n�ecessairesd�epend du nombre d'individus consid�er�es.

5. Conclusion

Le mod�ele de PMC fonctionnel propos�e dans cet article est int�eressant pour diversesraisons :
{ le mod�elepartage aveclesPMC num�eriquesdespropri �et�esimportantes (approximation univer-

selleet consistance)qui justi�en t son utilisation dans la pratique pour le traitement supervis�e
desdonn�eesfonctionnelles,au mêmetitre quelesPMC num�eriquespour lesdonn�eesclassiques;

{ le mod�ele ne n�ecessitepas de mod�elisation pr�ealable des individus et ne demande que des
hypoth�esestr �es faibles sur les fonctions sous-jacentes (qui peuvent en particulier ne pas être
r�eguli�eres). Il est donc plus g�en�eral que beaucoupd'autres approchesclassiquesen ADF ;

{ la repr�esentation desfonctions poids est tr �essoupleet peut donc être adapt�ee �a la dimension
de l'espaced'entr �ee des fonctions trait �ees(mod�ele non lin�eaire en grande dimension, lin�eaire
en petite dimension).
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Dans [ROS 02a], nousavonscompar�e,sur desdonn�eessynth�etiques,lesPMC num�eriqueset lesPMC
fonctionnels.Nousavonsmontr �e que l'approche fonctionnelle non lin�eairepermet une repr�esentation
plus �economique(en terme de nombre de param�etres) que l'approche num�erique.

La manipulation de donn�eesfonctionnellespar PMC n'implique cependant pasautomatiquement
l'utilisation de l'approche directe propos�eedans le pr�esent article. Dans [CON 02], nous proposons
une approche plus classiquequi se base sur la repr�esentation des individus grâce �a un mod�ele
lin�eaire. Ce nouveau mod�ele poss�ede les mêmespropri �et�es th�eoriquesque celui du pr�esent article
(approximation universelleet estimation consistante). Comme annonc�e en intro duction, le pr�esent
mod�ele est plus soupleque celui de [CON 02], ce qui permet de l'adapter �a une dimension d'espace
d'entr �ee �elev�ee. Par contre, les temps de calcul induit par le pr�esent mod�ele sont bien plus �elev�es
que ceux du mod�ele de [CON 02]. Nous travaillons actuellement sur une applications desdi� �erents
mod�eles�a desdonn�eesr�eellespour mieux comprendreles avantageset inconv�enients de chacun.
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