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RESUM E. Nous decrivons dans cet article une adaptation des perceptrons multi-c ouches aux donnees fonc-
tionnel les. L'adaptation proposee permet une modelisation supervisee (discrimination et/ou regression) non
lineaire de donnees fonctionnel les, sans representation prealable de celles-ci sur une base. Nous montrons
que le modele propose est un approximateur universel. De plus, I'estimation des parametres optimaux d'un
perceptron multi-c ouchesfonctionnel parametrique est consistante.
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1. Intro duction

Dansde nombreusessituations, il estnaturel de decrire un individu par une ou plusieursfonctions.
Le casle plus classiqueest celui d'un individu obsene pendart un certain temps au cours duquel
plusieurs mesuressort e ectu ees.On peut considerer par exempleplusieursindicesboursiersetudies
pendart une méme periode : chaque place boursiere est obseneepar I'in termediaire d'une fonction
qui a une date assaie la valeur de clbture des indices assaies a cette place. Un autre exemple
naturel est celui des mesuresclimatiques. Comme dans I'exemple boursier, une region peut &tre
obseneegracea une fonction qui a une date assaie desgrandeurscommela temperature moyenne
de la journee correspondante, la quartit e de precipitation, etc. Quand on dispose de donneesa
haute resolution, on peut aussiprendre un point de vue geographique,la region etant alors decrite
par une fonction qui a descoordonneesgeographiquesassaie les grandeurs climatiques obsenees.
On peut ainsi etudier la serie temporelle des fonctions quotidiennes. [RAM 97] preserte commert
les methodes classiquesde 'analyse des donnees(Analyse en composartes principales, regression
lineaire, etc.) ont ete adapteesaux cas des donneesfonctionnelles. Parmi les methodes non citees
par cet ouvrage, on peut evoquer ertre autres I'extension desapprochesde type nueesdynamiques
(JABR 01]) et les approches non-parametriques baseessur des estimateurs a noyaux (utilis eesen
discrimination/r egressiong.g.,[FER 01] ou pour une modelisation auto-regressie, e.g., [BES 00)).
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La principale limitation desmethodesproposeesresidedans la represenation desfonctions ma-
nipulees.ll est clair que pour desdonneesreelles,il estillusoire de compter sur une connaissance
exacte desfonctions correspondant a I'observation d'un individu. En general, l'individu est connu
par l'intermediaire d'un nombre ni d'obsenations. Chaqueobsenation estun couple entr ee/sortie,
commepar exempleune date de mesureassaieea la valeur mesuree.Les methodesde 'ADF doivert
donc passerpar une phasede modelisation desindividus a n de transformer une suite nie d'ob-
senations en une fonction. Si on laissede cote le cas particulier dessituations dans lesquellesune
connaissanceexperte du problemepermet de proposerun modelea priori, I'ADF travaille en gereral
par regularisation : chaqueindividu est represerte par une (ou plusieurs) fonction reguliere decrite
par sescoordonneesdans une basefonctionnelle, en general dessplines (les seriestrigonometriques
sort aussiutilis ees,en particulier pour desdonneessupposeesperiodiques). Ce mode de represetta-
tion estlineaireau sensou la fonction represernant un individu depend lineairemen desobsenations
assiees.

Or, on peut obtenir une represettation bien plus precisequand on utilise un modele non lineaire.
[BAR 93] montre en e et qu'a partir de la dimension trois (pour I'espacede depart des fonctions
etudiees),une approximation par perceptron a une couche cacheeest strictement plus e cace qu'une
approximation par un modele lineaire, au sensou il faut plus de coe cien ts numeriques avec un
modele lineaire pour obtenir la m&éme qualite d'approximation que celle obtenue par le perceptron.
Pour la dimension deux, la qualite d'approximation estla mé&me, alors que pour la dimension un,
lesmodeleslineairesdominert. Cependart, il estillusoire de vouloir represerter chaqueindividu par
un perceptron a une couche cachee.En e et, I'estimation d'un modele non lineaire est un probleme
numerique bien plus delicat que celui d'un modele lineaire, ce qui setraduit par un temps de calcul
tres important et dicilemen t acceptable dans la pratique. De plus, les basesutilis ees pour les
modeleslineairessort engeneral orthonormeescequi accelereconsiderablemert lescalculsult erieurs
(une fois les individus represeriessur la base). Ce type d'acceleration n'est pas envisageablepour
un modele neuronal. Dans la pratique, les individus ne peuvent donc pas vraiment &tre represeres
par desmodelesnon lineaires.

Cependart, lesmethodesd'ADF travaillent toutes par\comparaison" avec des modelesfonction-
nelsmattris es.L'A CP fonctionnelle reduit la dimensiondesdonneesentrouvant desaxesfonctionnels
preponderarnts, les methodesa noyaux utilisent desnoyaux fonctionnels, de mémeque les methodes
de type nueesdynamiques, etc. Or, les fonctions \mo deles" sort elles aussi represerieespar des
modeleslineaires(ce qui permet l'acceleration descalculs evoqueeplus haut). Nous proposonsdans
cette communication un modele neuronal permettant une modelisation non lineaire, basee sur la
suppressionde la phasede represenation desindividus (qui serort donc manipulesdirectemert sous
forme d'une suite nie d'observations). Dans un perceptron multi-couches (PMC) fonctionnel, les
neuronesde la premiere coude utilisent despoids fonctionnels que nous represertons par desPMC
numeriques (classiques)ou par des modeleslineaires, en fonction de la dimension de I'espace de
depart. De ce fait, lesindividus sort \compares" avec des fonctions represeneespar des modeles
eventuellement non lineaires,mais en nombre limit e, ce qui reduit les problemesde temps de calcul
evoques plus haut. La souplessedu modele permet de toujours utiliser la represenation la plus
adaptee au probleme.

L'article s'attache avant tout a decrire le modele propose et a donner lesresultats theoriquesqui
autorisent son utilisation dans le cadre supervise (discrimination et/ou regression).Nous montrons
en particulier qu'on peut etendre deux proprietes tr es importantes des PMC numeriques au cas
fonctionnel. Les PMC fonctionnels sort en e et des approximateurs universels.De plus, pour une
precisiondonnee et une fonction a approcher x ee,le PMC fonctionnel qui realisel'approximation
de la fonction utilise un nombre ni de parametres numeriques et peut donc €tre mis en uvre
informatiquement. En n, I'estimation desparametresoptimaux d'un PMC fonctionnel parametrique
a partir de donneesempiriques est consistarte, ce qui con rme la possibilite d'une mise en uvre
e ectiv e du modele.



2. Perceptron multi-couc hes fonctionnel
2.1. Neur one fonctionnel

Un neurone numerique (classique) a n ertreescalcule une fonction N de R" dans R de nie
par : N(x) = T(w:x + b), ou T estla fonction d'activation (de R dansR), w le vecteur de poids
synaptiques(w 2 R") et b le seuil (un reel).

L'extension au cas fonctionnel ne pose aucun probleme, en remplacart le produit scalaire w:x
dansR" par sonequivalent dansl'espacefonctionnel considere, ce qui a ete propose dans[SAN 964,
[SAN 96b] et [STI 99]. Plus preciemert, etant donne une mesure -nie  de nie sur un espace
mesurableX , un neuronede LP( ) dansR calcule une fonction N de nie par :

Z

N(@=T b+ fgd 1)

ou T et bont lesmé&mesde nitions que pour un neuronenumerique, et ou f estune fonction poids
(qui remplace donc le vecteur de poids du neurone numerique). Sif 2 L9( ), ou q est I'exposart
conjugue de p, N (g) estde nie pour tout g2 LP( ). De facon plus generale, on peut considerer une
partie de LP( ) (ou un autre espacefonctionnel de ni sur X) et donc un ensenble plus general de
fonctions poids acceptables.De m&me, il est parfaitement possibled'etendre le modele propose pour
de nir un neuronea plusieurs entr eesfonctionnelles (cf [ROS 01]).

Notons que le modele propose est un cas particulier du modele plus general dans lequel on
remplace w:x par I(x), ou | est une forme lineaire continue de nie sur I'espace vectoriel norme
d'entr eedu neuronegeneralise (cf [ROS 01]).

2.2. PMC fonctionnel

Comme le neurone fonctionnel propose dans la section precederte produit une sortie reelle, la
construction d'un PMC fonctionnel ne posepasde probleme: il sut decommencerpar une premiere
coudhe constituee de neuronesfonctionnels, puis d'utiliser exclusivemert des neuronesnumeriques
dansles coudessuivantes. Le casle plus simple est celui d'un perceptron a une couche cachee,avec
une entr eefonctionnelle et une sortie numerique. Un tel reseaucalcule la fonction suivante :

¥ A
H(@= aT b+ figd 2)

i=1

2.3. Mise en uvr e pratique

Plusieurs problemesse posernt pour une realisation informatique d'un PMC fonctionnel :

1. commenous l'avons souligne en intro duction, lesfonctions qui decrivert lesindividus ne sort
connuesque par dessuites nies de coupleserir ees/sorties,

2. lesfonctions poids doivert etre represetieesd'une facon informatiquement acceptable;

3. le calcul desintegralesest delicat.

2.3.1. Neurone parametrique fonctionnel

La represenation desfonctions poids est possiblepar diversestechniques. Nous nous focalisons
dans cet article sur une approche parametrique. Plus preci:mern, pour tout neurone fonctionnel,
on supposedonne un espacede parametresW (en general R!) et une fonction F deW X dansR.
Le neuronefonctionnel base sur F (et W) calcule la fonction :

Z

N(w;g)=T b+ F(w;x)g(x)d (x) ®3)



Le reglagedu neurone fonctionnel sefait par l'intermediaire du parametre w. Dans la pratique, F
peut etre obtenue par diversestechniques comme par exempleun PMC numerique ou un modele
lineaire.Le modele propose estdonctr essouplepuisqu'il permet d'utiliser la fonction la plus adaptee
a la dimension de I'espaced'entr ee (X ) desfonctions etudiees.

2.3.2. Modele prokabiliste

Pour resoudreles autres problemes,nous modelisons I'observation des individus de facon pro-
babiliste. Plus precieemert, l'individu represene par la fonction g est connu par la suite nie de
couples(xi; g(x;)). On supposeque les x; sort desrealisations de la suite de variables aleatoires
Xi independartes et identiquement distribu ees,a valeursdans X , et de nies sur ( ;A;P). Dansce
modele, estla mesureinduite sur X par Xo.

R
Dans ce cas, par de nition, fgd = E(f (Xo)g(Xo)). Cette derniere grandeur est nie (par
hypothesesur lesfonctions poids du neuronefonctionnel) et la loi forte desgrands nombres permet
I'approximation suivante :
1 X z
= f(XdeXi)= fgd Pps 4
i=1

lim
m!l
Si la fonction d'activation T d'un neuronefonctionnel est cortin ue, on peut donc approcher la sortie
de ce neuronepar la variable aleatoire suivante :
!
1 X
Nn(g) = T b+ o F(XalXi) ®)
i=1
Par extension, on peut aussiapprocher la sortie d'un PMC fonctionnel par une suite de variables
aleatoiresqui convergeversla sortie theorique.Dansla pratique, encombinant le modele probabiliste
avecl'approche parametrique, on obtient la suite de variables aleatoiressuivante (pour I'exemple du

perceptron a une coude cacheedonne par I'equation2) :
0 1

Xk 1 X
B(gw)m = aT@+ ~  Fi(wi;X)gX)A (6)
1 j=1
oUW = (ar;: i a; by bgwasiinwg).

Le modele pratiqgue obtenu est assezproche de celui propose par [CHE 95|, avecune di erence
cruciale : dans le modele de [CHE 95|, les points d'evaluation des fonctions ne sort pas determi-
nes par les donnees.L'existence de points d'evaluation veri ant certaines proprietes est garantie

par un theoreme non constructif, ce qui limite considerablemer la portee pratique de ce modele,
contrairement au notre.

Notons que comme annonce en intro duction, les individus sort trait esdirectemert, sansmode-
lisation prealablepar une fonction reguliere.

3. Appro ximation univ erselle
3.1. Intr oduction

La puissancedes PMC numeriques est garantie par un ensenble de resultats d'approximation
universellequi etablissent que toute fonction reguliere peut etre approcheearbitrairement bien par
un PMC (cf par exemple[LES 93], [HOR 93] et [STI 99]). Dansla pratique, cesresultats permettent
d'utiliser desPMC pour approcher n'imp orte quellefonction d'un ensenble d'individus versun autre
ensenble, a des ns de regressionnon lineaire ou de discrimination (modelisation supervisee).

Des resultats similaires sort disponibles pour les PMC fonctionnels (JCHE 95], [SAN 96b] et
[STI 99)), mais ils ne s'appliquent pas directemert a notre modele, soit parce qu'ils sort trop limi-
tes (JCHE 95]), soit, au cortraire, parce qu'ils sort trop generaux et font des hypothesespresque



aussi complexesa veri er que le theoreme lui-me&me ([SAN 96b] et [STI 99]). C'est pourquoi nous
proposonsdans la section suivante deux corollaires adaptesa notre modele.

3.2. Notations et resultats

On note C(A; B) I'ensemnble desfonctions continuesde A dansB (qui sort deux espacegopolo-
giques).

De nition 1. Soit X un espacevectoriel norme, A un sous-enserble de X et T ype fonction deR
dansRR. On note S{ (A) I'ensenble desfonctions de X dansR de la forme h(x) = :‘:1 aT(li(x)+
b), ou k estun ertier positif, lesa; et lesly sort desreelset lesl; sort deselemerts de A.

S¥ (A) esten fait I'ensenble desfonctions exactemen realisablespar un perceptron generalise
a une coudhe cachee dans lequel les neuronescades sort les neuronesgeneralises evoques dans la
section/2.1 Pour obtenir un PMC fonctionnel, il sut de considerer pour X un espacefonctionnel
detype LP( ) et pour A lesformeslineairesengendeespar lesfonctions de L9( ), commedansles
corollaires suivants :

Corollaire 1. Soit une mesure de Borel nie denie sur R". Soitunreell < p 1 etson
expsant conjugue d. Soit V un sous-espce densede L9( ). Soit Ay I'ensembledesformes lineaires
sur LP( ) construites grace aux elementsde V, c'est-a-dire de la forme I(f) = fgd pour un
g2 V. Soit T une fonction de R dans R, continue et non polynomiale.

Alors S'T‘p( )(AV) est densedans C(K ; R) pour tout compact K de LP( ).

Corollaire 2. Soit une mesure de Borel nie a supprt compact de nie sur R". Soit V un sous-
esmee de L () uniformement densesur les compacts dans C(R";R). Soit T une fonction de R
dans R, continue et non polynomiale.

Alors S'T‘l( )(AV) est densedans C(K ; R) pour tout compact K de L*( ).

Pour une demonstration de versionslegeremen plus generalesde cescorollaires, voir [ROS 01]]
et [ROS 02h).

3.3. Discussion

Les corollaires proposes montrent que si les fonctions poids sort bien represeniees(i.e., sort
choisiesdans desensenbles V su samment \gros"), un perceptron fonctionnel a une couche cache
peut approcher arbitrairement bien une fonction cortinue d'un compact de l'espace fonctionnel
considere dansR. On obtient donc une generalisation au casfonctionnel desresultats connus pour
le casnumerique. Quelquesremarquess'imposert :

{ lesresultats de [HOR 91] montrent qu'on peut prendre pour V (dans le casdu corollaire [1)
I'ensenble desfonctions exactemen calculable par un perceptron numerique a une coude ca-
chee (en prenant par exempleune fonction d'activation corntinue et non polynomiale). Or, si
on xe une precisiond'approximation, le PMC fonctionnel fourni par le corollaire[I]utilise bien
entendu un nombre ni de neurones.Comme chaque neurone est parametre par deux coe -
cients numeriqueset une fonction poids, et que cette fonction poids est elle-méme exactement
calculee par un PMC numerique, la fonction de K LP( ) dansR est approcheegracea un
nombre ni de parametresnumeriques.On peut donc esperer pouvoir realiserdansla pratique
cette forme d'approximation ;

{ on peut montrer que I'hypothesel < p du corollaire[I peut serelacheren1l p. Mais comme
lindique [STI 99, il est tresdicile de construire un sous-enserble densede L* ( ). En
particulier, si n'a pasun support compact, aucun ensenble de fonctions calculeespar PMC
n'est densedansL?! (). Ceciexplique le recoursau corollaire 2. Comme pour le corollaire (1,
on peut prendre pour V des fonctions calculeespar un perceptron nhumerique a une couce
cachee(cf [HOR 93));



{ les resultats obtenus s'appliquent au calcul exact realise par le PMC fonctionnel. Dans la
pratique, on approche en chaque point ce calcul par la realisation d'une variable aleatoire
i (g; w)m . La quantit e de donnees(i.e., la valeur de m) necessairea une bonne approximation
en g depend de g.

4. Consistance
4.1. Resultat

Dans la pratique, nous estimonsles parametres optimaux d'un PMC fonctionnel parametrique a
partir de donneesdoublemert incompletes. Nous travaillons en e et a partir d'un ensenble ni de
fonctions (i.e., d'individus). De plus, chaque fonction est connue gracea un nombre ni de couples
entr ee/sortie. L'estimation reste cependart consistarte, commele montre le theoremesuivant :

Theorem 1. Soit in une suite de variables aleatoires independanteset identiquement distribuees,
de nies sur ( ;A;P) et avaleur dansZ, un compact de RS. On note la prokabilite induite sur Z
par X9 (on note X cette derniere v.a.).

Soit K un compact de I'espace C(Z;RR) (muni de la norme in nie). Soit (G';Y') une suite de
couplesde variables aleatoires independanteset identiquement distribuees, de nies sur ( ;A;P) et
avaleurdansk R!'. OnnoteY = YO,

Soitk > Oun entier, g 1unreel, et FY;:::;Fk, k fonctions telles que

1. F' estune fonction deW' Z dansR

2. W' estun esmce metrique compact

3. pour tout x 2 Z, F'(:;x) est continue

4. pour tout wj, 2 W', F'(w};:) est mesumble

5. il existeune fonction mesurabled' deZ dansR, elementdeL9( ), telle quepour tout w}, 2 W'
ettout x 2 Z, jF'(w);x)j d'(x)

Soit enn |, une fonction de Rk R! W, dansR (ou W, estun esmce metrique compact), telle
que:

1. pour tout y 2 R, I(:;y;:) estuniformement continue

2. pour tout wy 2 Wo, I(:;:;Wo) est mesumble

3. il existe une fonction mesurable d® de R! dansR telle quejl(x;y;W,)j < d%y) pour tout x et
tout wy

4. E(dYY)) < 1

On de nit alors pour tout ! 2

0 1
x X . ) :
Tniwe)(1) = & 1@ T EL whixX (A GI() X[() i
i=1 lj=1
!
1 R k K.y in i i RVINIRY . .
. FOowy Xi(h) G(Y) X5(1) Y (P )iwe 5 (7)
j=1
oum estdeni par m=inf; ; ym;;et:
A VA
(Wh;Wo) = E | FLowhix G)d (x);:::; FR wiix G(x)d (x);Y;wo (8)

Alors pour tout couple (n; m) et tout ! la fonction ['(!) possdeun minimum qu'‘on note

WrT (1) = arngminw nm(Wh;Wo)(! )



Soit W I'ensembledes points qui realisent le minimum de (wh;W,). Pour P presquetout !,
ona:
i i myy- =
nI!llm mIl!gn dwp'(! ;W )=0 9

Pour une demonstration d'une version plus generale de ce theoreme,voir [ROS 01].

4.2. Discussion

Le resultat enonee est asseztechnique. On peut l'interpreter en pratique grace aux remarques

suivantes :

{ lesindividus sort modelisesgracea deux suites de variables aleatoires.La suite G' correspond
aux individus eux-mémeset donc a desvariablesaleatoiresfonctionnelles.Pour chaqueindividu
(i.e., chaque G'), on disposed'une suite d'obsenations, les Xj‘, comme indique a la section
[2.3.2 En n, commenoussommesdansun modele supervise, chaqueindividu estassaie a une
\cible", Y, encoreune fois modelisee par une suite de v.a.;

{ lesF' correspondert a la represenation parametrique des fonctions poids, commeindique a
la section[2.3.1;

{ la partie la plus eloigneedu modele de PMC fonctionnel propose dans l'article est la fonction
I. En fait, cette fonction est la composee de la fonction de co0t qui mesurela qualite des
parametres du PMC (c'est pourquoi on utilise Y, la cible, dansla de nition de (wp;w,)) et
dela\n" du PMC fonctionnel etudie. Cette n correspond a toute la partie numerique du
PMC fonctionnel. Le parametre w, regroupe tous les parametres numeriques. Si on considere
le casd'un perceptron fonctionnel a une couce cachee,avec une erreur quadratique, on peut
de nir | de la facon suivante :

X 2
[(ug; iUk y; Wo) = aT(h+u) vy
i=1

avec W, = (ar;bi;:::;ac; b)) 2 R, L'id ee est donc de separer le calcul fonctionnel, qui
intro duit une approximation (une moyenneremplace une integrale), du calcul numerique qui
est exact;

{ (wn;wo,) correspond a I'erreur theorique e ectu eepar le modele, dansle casde calculs exacts
et d'une connaissanceparfaite ;
{ ™(wnh;wo)(!) correspond a l'erreur empirique, obtenue avec desdonneeslimit eeset un calcul
approximatif.
Au nal, le theoremeindique simplemert que le calcul des parametres optimaux d'un PMC fonc-
tionnel a partir de I'erreur empirique (evaluee grace au calcul approche de la sortie du PMC) est
consistart, au sensou ces parametres corvergert presquesiremert vers les parametres optimaux
guand la connaissancadlesdonneesaugmerte. La seulelimitation du resultat est que la convergence
proposee est sequertielle : pour une precision souhaitee pour les parametres optimaux, le nhombre
de points d'evaluation necessaireslepend du nombre d'individus consideres.

5. Conclusion

Le modele de PMC fonctionnel propose dans cet article estinteressam pour diversesraisons:

{ le modelepartage aveclesPMC numeriquesdesproprietesimportantes (approximation univer-
selleet consistance)qui justi en t son utilisation dansla pratique pour le traitement supervise
desdonneesfonctionnelles,au mémetitre quelesPMC numeriquespour lesdonneesclassiques

{ le modele ne necessitepas de modelisation prealable des individus et ne demande que des
hypothesestr es faibles sur les fonctions sous-jaceres (qui peuvert en particulier ne pas tre
regulieres).ll est donc plus general que beaucoupd'autres approchesclassiquesen ADF ;

{ la represenation desfonctions poids est tr essoupleet peut donc etre adaptee a la dimension
de l'espaced'entr ee des fonctions trait ees(modele non lineaire en grande dimension, lineaire
en petite dimension).



Dans[ROS 024, nousavonscompare, sur desdonneessynth etiques,lesPMC numeriqueset lesPMC
fonctionnels. Nous avons montr e que I'appro che fonctionnelle non lin eaire permet une represenation
plus economique(en terme de nombre de parametres) que I'appro che numerique.

La manipulation de donneesfonctionnellespar PMC n'impliqgue cependarnt pasautomatiquement
I'utilisation de l'appro che directe proposeedans le presen article. Dans [CON 02], nous proposons
une approche plus classiquequi se base sur la represeniation des individus grace a un modele
lineaire. Ce nouveau modele pos®de les mémesproprietes theoriquesque celui du presen article
(approximation universelleet estimation consistarte). Comme annonce en introduction, le preser
modele est plus souple que celui de [CON 02], ce qui permet de I'adapter a une dimension d'espace
d'entr ee elevee. Par cortre, les temps de calcul induit par le presemn modele sort bien plus eleves
que ceux du modele de [CON 02]. Nous travaillons actuellemert sur une applications desdi ererts
modelesa desdonneesreellespour mieux comprendreles avantageset inconvenierts de chacun.
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