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1 Introduction

Dans de nombreux domaines, les individus a traiter sont naturellement décrits par une ou
plusieurs fonctions régulieres (météorologie, économie, reconnaissance de la parole, etc..). Le but
de ’Analyse de Données Fonctionnelles [5] est d’adapter les techniques classiques de 1’analyse de
données traditionnelles a ce type de description.

Nous présentons dans cet article une classe de modeles semi-paramétriques adaptés a esti-
mation de la régression de T en G, ol T est une variable aléatoire réelle (ou vectorielle) et G
une variable aléatoire & valeurs dans un espace fonctionnel. Ces modeles sont une alternative au
modele non paramétrique introduit dans [3]. En Analyse de Données Fonctionnelles, on considere,
en accord avec la pratique expérimentale, que les fonctions observées ne sont connues que par le
biais d’un échantillonnage. Dans cet article, nous considérons que les points d’évaluation des fonc-
tions observées sont choisis aléatoirement, ce qui généralise le modele déterministe habituellement
utilisé.

2 Modele fonctionnel paramétrique

Dans la suite de cet article, on suppose que toutes les variables aléatoires sont définies sur
Pespace probabilisé (€2, A, P). On considere 'espace mesuré (Z,B, 1), ol p est une mesure de
Borel. Le modele de régression fonctionnelle proposé s’écrit sous la forme suivante :

H(w.g) =U (wo, [ At g [ B, -)gdu) |

ou la variable explicative g est une fonction définie sur Z et a valeurs réelles. Chaque Fj est un
modele paramétrique classique (par exemple un modele linéaire généralisé, ou un perceptron multi-
couches) de vecteur parametre w; 2 W;. On note w = (wg, wy, . . ., wy) un élément de W = Hf:OWl.
Enfin, U est une fonction réguliere (cf hypothese H,, (iii)). On peut par exemple choisir U de sorte
a obtenir un perceptron multi-couches fonctionnel [6]. Ce cas particulier est un approximateur
universel, ce qui motive I'utilisation du modele en pratique : toute fonction continue d’un compact
de Z dans R peut étre approchée uniformément sur ce compact a une précision arbitraire par un
H(w, g) bien choisi. Bien entendu, la valeur de k est étroitement liée & la précision demandée.
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4 CONNAISSANCE DISCRETE DES FONCTIONS OBSERVEES

Pour pouvoir estimer les parametres du modele, on introduit les hypotheéses suivantes (hy-
potheses H,) :

1. pour 0 [ k, W, est une partie compacte de R"
2. pour 1 [k, F; est une fonction définie de W; Z vers R telle que :
(a) pour chaque x 2 Z, Fi(.,x) est continue
(b) pour chaque w; 2 Wy, Fj(wy,.) est mesurable
(c) il existe d; 2 L%(u) telle que 8 (wy,x) 2 W, Z, jFi(w,x)]  di(x).
3. U est une fonction bornée uniformément continue de Wy R vers R®

Notons que le perceptron multi-couches fonctionnel [6] vérifie toutes les hypotheses ci-dessus.

Le modele présenté est en fait assez similaire & celui proposé dans le contexte de la Régression
Inverse par Tranche Fonctionnelle [4], mais les parametres sont estimés ici de fagon totalement
différente.

3 Connaissance parfaite des fonctions observées

On cherche donc a estimer la régression de T en GG. On se contente ici d’étudier le cas de k
fixé et donc le choix des parametres qui permettent d’approcher au mieux la relation. Pour ce
faire, on se donne une fonction continue ¢, comme par exemple la distance quadratique, qui me-
surera I’adéquation entre la valeur prédite par le modele (pour un w fixé) et la valeur & prédire :
c(t, H(w, g)). On définit naturellement Uerreur théorique réalisée par le modele pour le parametre
w par A(w) = E(c(T,H(w,G))) et on note W Densemble des minimiseurs de A(w). Dans la
pratique, la quantité A\(w) ne peut pas étre évaluée, car seul un échantillon de la population
(G, TY),...,(G™,T™)) est disponible. On introduit alors un estimateur de A(w), l'erreur empi-

rique suivante : A, (w) = 137" | (T, H(w, G')). Un minimiseur de cette erreur empirique sera

T n

noté w,. Plus formellement, on considere les hypotheses suivantes (hypotheses Hy) :
1. Z est une partie compacte de R

2. (G*,T?) est une suite i.i.d. de variables aléatoires & valeurs dans C(Z,R) R (i.e., chaque
G" est une fonction mesurable de (22, A, P) dans C(Z,R), 'ensemble des fonctions continues
de Z dans R, muni de sa tribu borélienne).

On démontre alors que D'estimateur A, converge presque sirement uniformément vers Aw) (la
preuve est basée sur [1]), et par suite que presque toute suite de paramétres optimaux w,, converge
vers W . Ce résultat utilise les hypotheéses de domination et de régularité suivantes (hypotheéses
H,) :

1. 8w2 W,g2 C(Z,R),t 2 R c(t, H(w,g)) Cmax(t)

2. E(cmaz(T)) <1

3. c est continue sur R® R°?

Ce premier résultat de consistance impose que les fonctions observées soient connues de maniere
parfaite et que les calculs d’intégrales soient réalisés de facon exacte. Dans la pratique cependant,
les fonctions a traiter sont connues sous la forme d’un échantillonnage (un ensemble fini de couples
(xj,9(x;))). La section suivante définit un estimateur de 'erreur empirique tenant compte de la
discrétisation.

4 Connaissance discrete des fonctions observées

Chaque fonction g est maintenant supposée observée en un nombre fini de points d’observation
les CL‘; On pose donc y} = gi(acj»)—i—sg», ou 53'» est I’erreur d’évaluation de ¢° au point a:; Les intégrales
du modele ne peuvent plus étre calculées exactement et il est donc naturel de remplacer chaque
intégrale [ Fy(wj,.)g'dp par la moyenne empirique correspondante —r 27;1 Fy(wy, x4)y}. Cette
modification se justifie en utilisant le modele probabiliste suivant (hypotheéses Hy) :
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4 CONNAISSANCE DISCRETE DES FONCTIONS OBSERVEES

1.

2

(X;:)»L'ZN j2N est une suite de suites indépendantes de variables aléatoires de €2 vers Z.

les X;: sont identiquement distribuées, la probabilité induite sur Z est y = Px.

3. (E})lg N j2N est une suite de suites indépendantes de variables aléatoires définies de €2 vers R.
4. Pour tout i, (E})j2n et (X})jz2n sont indépendantes.
5 E(E}) =0et E(JEJZJP) <1 avec p et g exposants conjugués (voir hypotheses H,).

Sous ces hypotheses, on considere a:;'-, Ej-, et ¢* comme des réalisations de X;:, E;:, et G%, et on

définit une nouvelle erreur empirique qui prend en compte la discrétisation des fonctions :

n

m 1 i 1 - A 1 - AP
)‘n (w)ZgZC t,U wo,EZFl(wl,xj)yj,...,WZFk(wk,xj)yj
j=1 j=1

i=1

oum =1infr ; n,m*'. En notant w]* un minimiseur de A", on a le résultat de consistance suivant :

Théoréme 1. Sous les hypothéses Hy, Hy,H, et Hyg, on a presque surement :

lim lim d(w)', W )=0
mll

nll

On note que le résultat de convergence ci-dessus est séquentiel. En effet, le nombre de points
d’observation (m) nécessaire & 'obtention d’une précision donnée dépend du nombre de fonctions
(n). On remarque aussi que les hypothéses sur les fonctions observées (continues d’un compact dans
R, Hy (i) sont assez faibles et comparables aux hypotheéses classiquement utilisées en Analyse
de Données Fonctionnelles (par exemple des fonctions holderiennes dans [2]), sans pour autant
nécessiter une discrétisation déterministe.

Résumé de la preuwve (la preuve compléte est donnée dans la section 5) :

On pose M{ (g, wy)(w)m = = 27:1 Fi(w, X} (w)) (g(X;(w)) + E;(w)) et de méme M;(g,w;) =

J Ey(wi, z)g(z)dp(x). La démonstration peut alors étre décomposée en 3 étapes :

1.

on montre dans un premier temps que lensemble Bi = fw 2 Q | 8g 2
C(Z,R),limmn  sup,,ow; |Mi(g,w)(w)m Mi(g,wi)| = 0g est de probabilité 1. Pour ce
faire, en utilisant une loi forte des grands nombres uniforme (dérivée de [1]), on montre que
pour tout g fixé, Bi(g) = fw 2 Qj limyn SUD. 2 W |Mli(g,wl)(w)m Ml(g,wl)| = 0g est
de probabilité 1. Soit alors une suite (h:);2n dense dans C(Z,R) (qui est séparable), et soit
I’ensemble Af =\ NBf(ht). Par intersection dénombrable, Af est de probabilité 1. En utili-
sant la régularité de M (., w;) et de M;(.,w;), on montre que pour tout w 2 A?, la propriété
de convergence uniforme au point h; peut étre étendue a un voisinage de h;. L’ensemble de
ces voisinages formant un recouvrement de C(Z,R), on conclut que A} = Bj.

. dans un deuxieme temps, on montre en appliquant une seconde fois la loi forte des grands

nombres uniforme, que Pensemble C' = fw 2 Q j sup,» ‘Xn(w) A(w)| ! w1 0gest de

probabilité 1 (il s’agit en fait de la premiére partie du résultat de consistance énoncé en fin
de section 3).
on note D = C\ (Nonf1 kg Al Soit w 2 D, il existe un rang N et n > N tel que

~

SUD 2w [An (W) /\(w)’ soit inférieur & une précision fixée €. On cherche & présent & obtenir

la méme majoration pour sup,,w |A7(w) An (w)|. Il suffit pour ce faire de montrer que
pour tout i n et pour tout w 2 W je(t?, U(wo, M{ (w1, ") (@)m, - -, Mi(wi, g°)(w)m))
c(tt, U(wo, My (w1,g%),. .., Mi(wg, g*)))j peut étre majoré par e. Ceci est une conséquence
directe de l'uniforme continuité en (wp,u) de la fonction c(t, U(wg,u)), et de I'uniforme
convergence de M} (g%, w;)m vers M;(g*,w;) (voir étape (i)).

La convergence uniforme de A (w) vers A(w) permet ensuite d’établir la converge de presque toute
suite w;* vers I’ensemble W .
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5 Preuve du résultat de consistance

Afin de démontrer ce résultat de consistance, on a tout d’abord besoin de la loi forte des grands
nombres uniforme suivante (le point important est que les variables aléatoires considérées sont a
valeurs dans X un espace métrique quelconque) :

Corollaire 2. Soit X un espace métrique muni de sa tribu borélienne. Soit (Q, A, P) un espace
probabilisé sur lequel est définie une suite de variables aléatoires Zy. On suppose que les Z; sont
indépendantes identiquement distribuées et a valeurs dans X . Soit W un espace métrique compact,
et soit | une fonction de W X dans R. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifices :

1. Pour chaque w2 W, l(w,.) est une fonction mesurable de X dans R.
2. Pour chaque x 2 X, I(.,x) est une fonction continue de W dans R.

3. 1l existe une fonction mesurable d (de X dans R) telle que pour tout x 2 X et pour tout
w2 W, jl(w,z)] d(z).

4. E(d(Z)) <1 .

On a alors :

1
sup |— l(w, Z E(l(w,Z2))|' &5 0
oo 3w A) B 2) 1

Afin de démontrer ce corollaire, on a tout d’abord besoin du résultat suivant :

Lemme 3. Soit | une fonction de W X dans R, ot W est un espace métrique séparable et X
est un espace métriqgue muni de sa tribu borélienne. Si l est continue sur W pour chaque x 2 X
et mesurable sur X pour chaque w2 W, alors la fonction f(x) = sup,,w l(w, ) est mesurable.

Preuve. Démonstration du lemme 3 Comme W est séparable, il existe un ensemble dénombrable
WO=fwji2 N g dense dans W. On va montrer que f(x) = sup,,w [ (w,z).

On considere un x 2 X fizé et € > 0 quelconque. Par définition de f, il existe w 2 W tel que
lw,z) f(z) §. Commel(.,x) est une fonction continue en w, il existe 1 tel que jw®  wj <n
implique jl(w%z) l(w,z)] < £, ce qui implique que l(w%x)  f(z) e. Comme WP est dense dans
W, il existe w®2 WO tel que ju® wj < n. Ceci implique que f(z) supyw l(w,z) f(x) e.
Ceci étant vrai pour tout €, on a f(x) = sup,w l(w,z). Donc f(z) = sup;, N (wi, ). Comme
chaque fonction l(w;, x) est mesurable, le sup est aussi mesurable.

On démontre a présent le corollaire :

Preuve. Démonstration du corollaire 2 Le corollaire est une conséquence du théoréme d’Andrews
[1]. Pour appliquer ce théoréme il faut vérifier ses trois hypothéses (A1, A2 et A3) :

1. L’hypothése A1 est vérifiée car W est un ensemble compact (W correspond & © dans larticle
d’Andrews).

2. L’hypotheése A2 se décompose en deux sous-hypothéses :

(a) L’hypothése A2 (a) se traduit avec nos notations en Uhypothése suivante : pour chaque
wo 2 W (et pour tout t 2 N ), l(wo, Zt), SUDy w (wo,n) (W, Zt) et infuz w (wy,n) Hw, Zt)
sont des variables aléatoires (avec W(wo,n) = B(wo,e)\ W, et B(wo,¢) est la boule
fermée de centre wq et de rayon € ).
l(wo, Z) est une variable aléatoire grace a Uhypothése 1 du corollaire 2. Grice aux
hypotheéses 1 et 2 du corollaire 2 et au fait qu’un compact est séparable, le lemme 3 peut
étre appliqué a l et a W (wo,n), ce qui permet de conclure que SUp., vy (w,,y) (W, Z) est
une variable aléatoire. Le cas de inf, oy (w,,z) l(w,Z) est traité de maniere identique
en appliquant le lemme a la fonction .

L’hypothése A2 (a) est donc vérifiée.
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5 PREUVE DU RESULTAT DE CONSISTANCE

(b) L’hypothése A2 (b) se traduit dans notre cas en l’hypothése suivante : on peut appliquer
la loi forte des grands nombres aux variables aléatoires suivante : SUp w2 w (wo,n) ! (W, Z),
inf 2 w(we,n) H(w, Z). On cherche donc a montrer que :

n

1
lim — Z sup  l(w,Zy) = E sup l(w,Z:)]| P p.s.
it n t=1 w2 W(wo,n) w2 W (wo,n)

Comme montré au point précédent, (SuprW(wo 77)l(w,Z,g)) et de méme
’ t2N*

(infwz W (wo,n) I(w, Z,g))t2 N Sont des suites de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées. De plus, grace aux hypothéses 3 et 4 du corollaire 2, ces variables
aléatoires sont intégrables. On peut donc leur appliquer la loi forte des grands nombres.
L’hypothése A2 (b) est donc vérifiée.

3. L’hypothese A8 se traduit dans notre cas en ’hypothese suivante :

%Z <E ( sup l(w,Zt)> E(l(w7Zt))>| =0

lim sup

nt 0p 7 w2 W (wo,n)

On doit montrer la propriété équivalente pour E (infwz W (wo,m) L(w, Zt)).
Comme [ est continue en w pour un x fixé, on a la convergence simple suivante :

lim  sup I(w,.) =1l(w,.)
nt 042 W (wo,m)

Grace auz hypothéses 3 et 4 du corollaire 2, on peut appliquer la convergence dominée, qui
implique :

lim F sup  U(w, Z:) | = E(l(wo, Zt))
nt 0 w2 W (wo,n)

Finalement, comme les Z; sont indépendantes et identiquement distribuées, l'hypothése A3
peut étre simplifiée en :

lim
n! 0

E ( sup l(w,Zt)> E(l(w, Zt))‘ =0
)

w2 W (wo,n

Ce qui est justement le résultat prouvé ci-dessus. On procéde de maniere similaire pour
E (inf 2w (wo,n) L(w, Zt)).
L’hypothése A3 est donc vérifiée.

Comme les trois hypothéses sont vérifiées, on peut appliquer le théoréme d’Andrews qui donne
exactement la conclusion du corollaire 2.

On passe maintenant a la preuve du théoréme qui s’organise en trois étapes.

Etape 1
On définit :

M g0 @) = = 3 Filwn, X3() (9(X()) + E/w)).

que l'on notera M; (g, w;)m quand w est évident, et

Aﬂwm:/EWmeM@

On démontre a présent le lemme suivant :
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5 PREUVE DU RESULTAT DE CONSISTANCE

Lemme 4. On définit

I R ;
Y ={w2Qj lim EZdl(xj):/dldu
I =

B = {w 2Q0j892C(ZR), lm sup | M} (g, w)(W)m  Mi(g,w)| = 0}
) w |

Sous les hypothéses H, et Hy, B (4 est mesurable et P(Bi\ Q) = 1.

Preuve. Démonstration du lemme j La preuve utilise la séparabilité de C(Z,R) ainsi que le
corollaire 2. En appliquant Uhypothése H, (2-c) et la loi forte des grands nombres, on montre que
P(£);) = 1. Montrons tout d’abord que l’ensemble

Bi(g) = {wZ Qj lim sup | M} (g, w)(@)m  Mi(g,wy)| ZO}
) w| |

est tel que P(Bj(g)) =1 pour tout g 2 C(Z,R).
On applique pour cela le corollaire 2 a la fonction ¢ de W,  (Z R) vers R définie par :

w(wla (mae)) = Fl(wlax)(g(aj) + 6)7

et a la suite de variables aléatoires (X;:, E})jgN. Le corollaire 2 peut étre appliqué pour les raisons
sutvantes :
— W, est un ensemble compact (hypothéses H, (1))
— Uhypothése H, (2-b) implique que ¢ est une fonction mesurable de sa seconde variable
Uhypothese H, (2-a) et g 2 C(Z,R) impliquent que 1 est continue en sa premiére variable.
— Uhypothése H, (2-c) implique que 8z 2 Z, w; 2 Wy et 8e 2 R, ji(wy, (z,e))]  di(x)(g(x)j+
jei)
— comme g est continue sur le compact Z, g 2 L9(u) et donc di(z)jg(z)j 2 L*(u) (selon
Uhypothése H, (2-c))
~ comme E (|E}|") <1 (hypothése Hy (5)), E(dy(X})|E}]) <1
~ (X}, E})jan est ii.d. (hypothése Ha)
On a donc :

w| |
Par définition, E (Fy(w;, X{)g(X?)) = Mi(g,w;), de plus par indépendance et par Uhypothése Hyg

(5) : o . .
E (Fi(w, X1)E}) = E (Fi(w, X})) E () =0

On a donc : .
sup |M{(g,wi)m Mi(g,w)|! B 0,
w2 W,
ce qui prouve que P(Bi(g)) = 1.

Comme C(Z,R) est séparable, il existe une suite (hi)izn dense dans C(Z,R) (pour la norme
uniforme). On note Aj = U\ (N, 5 Bi(he). A} est mesurable et P(A}) = 1. On a clairement
Bi\ Q; Al. Montrons a présent que Bj\ Q = Al.

Soit w 2 A}. Comme w 2 Q, la suite L >t di(X}(w)) est convergente, elle est donc bornée.
Il existe donc ~j(w) > 1 tel que pour tout m, |- >t di(X}(w))| <~/(w). De plus, on peut choisir
V(W) tel que 7j(w) > E(di(X7)).

Soit g 2 C(Z,R). Pour tout € > 0, il existe t 2 N tel que pz(g,ht) < 37,;(“))

. ! .
clairement que pour tout w; 2 W et pour tout m, on a |M}(wy, g)(W)m M (wy, he)(W)m] <

S et [My(wr,g)  Mi(w, h)j < §. Comme w 2 Al M (wy, he)(W)m converge vers Mi(wy, hy)

Ceci implique
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5 PREUVE DU RESULTAT DE CONSISTANCE

uniformément en Wi, il existe donc M tel que m > M implique Sup., oy, M} (wi, he)(w)m
My(wi, he)j < §. Alors m > M implique sup,, o w, jM](wi, 9)(w)m  Mi(wi, g)j < e. Comme ceci
est vrai pour tout €, on conclut que M} (wy, g)(w)m converge uniformément sur Wy vers M;(wy, g),
et que donc w 2 Bi(g)\ ;. Comme ceci est vrai pour tout g, w 2 Bi\ Q. On a donc B{\ Q, = A,
ce qui conclut la démonstration du lemme.

Etape 2
Appliquons & présent le corollaire 2 & la fonction A, (w), plus précisément & la fonction de
W (C(Z,R) R®) vers R définie par :

twg.t) = (.0 (wn, [ (wn2)g@)in(o).., [ Fo o) ge)into)))

Le corollaire peut étre appliqué pour les raisons suivantes :

— W est un ensemble compact

— k est continue en w pour chaque (g,t) : ceci est une conséquence des hypotheéses H, et
du fait que g appartient & L%(u) (fonction continue sur un compact). En effet, w; 7!
J E (w, ) g(z)dp(x) est continue pour chaque g : comme F} est continue en w pour chaque
z, la fonction F; (wf,.)g(.) converge ponctuellement vers Fj (wy,.) g(.) quand w? converge
vers w;. De plus, jF; (w,.)g(.)j est dominée sur W; par d;(.)jg(.)j, qui est intégrable (par
hypothese) . En appliquant le théoréme de convergence dominée, on obtient la continuité de
w 7 [ Fy (wy, z) g(z)dp(z).

— k est mesurable en (g,t) pour chaque w. Ceci est une conséquence directe des hypotheses
H, et du fait que la fonction g 7! [ F} (w;, z) g(x)dpu(z) est continue pour chaque wy

— I'hypotheése H. implique que k(w, g,t)  cmaz(t) pour tout w, g et ¢, avec F(cmar(T1)) <1

— (Gi,Ti)iZN est 1.i.d.

En appliquant le corolaire 2, on a donc

1 & o
sup |— Y k(w, G, T") E(k(w,Gl,Tl))‘! aioo,
w2 W ni:l
i.e.
sup [Xa(w)  Aw)| ! i 0 (1)
w2 W

On appelle C 'ensemble de probabilité 1 pour lequel la convergence uniforme a lieu. On considere
D =C\ Ny anBi\ Q). Grace au lemme 4, P(D) = 1. Soit w un élément arbitraire de D,
afin de simplifier les notations, on note g* = G*(w) and t* = T%(w). Soit € > 0 un nombre réel
arbitraire. Selon ’équation 1, il existe N tel que pour chaque n N

)

n

L3 k(g t) Aw)

<

(2)

sup
w2 W

N o

Comme U est bornée et uniformément continue, et que ¢ est continue, la fonction (¢, wq,u) =
c(t,U(wg,u)) de R® Wy RF est uniformément continue en (wp,u). On a donc, pour chaque

tt, il existe 7; > 0 tel que pour chaque wg et (u,u% 2 R¥  RF ku u% <n) KI(t, wo,u)
(', wo, uOk < 5. Comme w 2 ;5 on(Bi\ Q), pour chaque i, il existe S tel que m®  S°
implique pour tout !

sup JM; (wi, ¢') (@) Mi(wi, g')i < n;
w2 W,
On pose S, = sup; ,, S*. Alors pour m S, pour tout w et pour tout i n

Hc(ti,U(wo,Mf(wl,gi)(w)m,...,M,i(wk,gi)(w)m)) c(ti,U (wo,Ml(wl,gi),...,Mk(wk,gi)))" < %,
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5 PREUVE DU RESULTAT DE CONSISTANCE

on a donc pour tout w2 W

SR

c (tia U (wOa Mli(wlagi)(w)ma RS Mli(wkagi)(w)m))

S|
N

n
=

zn:k(w,gi,ti) <
i=1

En combinant ce résultat avec I’équation 2, on obtient pour n N et m M(n) :

sup A7 (w)  A(w)] < e
w2 W

Donc pour presque tout w (i.e., pour w 2 D), on a :

lim lim sup jA (w) Aw)j=0 (3)
nll mll w2 W

Etape 3

La conclusion finale est obtenue grace au lemme suivant :

Lemme 5. Soit W un ensemble compact (au sens de la distance d) et (ff)zZN j2N une suite
de suites de fonctions continues qui convergent uniformément vers une fonction continue f, i.e.
limyr  lmyn supyow i f(w)  f(w)j = 0. On pose W Uensemble des minimiseurs de f et

soit w! un minimiseur de f]. Alors

lim lim d(w)', W )=0

nll mll
Preuve. Démonstration du lemme 5 Tout d’abord, il est clair qu’il est juste nécessaire de prouver
que ’ensemble des points d’accumulation de (wg)iZN j2N, Acc, est inclus dans W . En effet,
supposons que Acc W et que la conclusion du théoreme ne soit pas vérifice. Ceci implique
qu’il existe une sous-suite de (wﬁ)iZN joN dont la distance @ W est minorée par un nombre
positif firé. Comme W est compact, cette sous-suite a au moins un point d’accumulation qui ne
peut appartenir a W . Comme ce point d’accumulation est aussi un point d’accumulation de la
sutte tout entiére, cect contredit notre hypothése principale.

Considérons a présent w® un point d’accumulation de la suite, i.e. wqg est la limite d’une sous-
suite de la suite principale. Afin de simplifier la rédaction de la démonstration, on suppose que
’LUO = 1imng1 hmm!l w,T.

Soit € > 0. f est uniformément continue sur W et donc il existe ) tel que jw® wj < n implique
if(w) f(wOj < e. Par convergence uniforme, il eviste N tel que pour chaque n > N, il existe
M,, tel que m > M, implique pour tout w2 W, jfi™(w) f(w)j < e. De plus, on peut choisir N
et M, tel que n > N et m > M, implique jw™ w°j < n. Donc, n > N et m > M, implique
ifrwm) ) < 2e.

Comme wi* est un minimiseur de fI*, pour tout w, fi*(wk) f™(w) 0, ce qui implique
(par convergence uniforme), fm(w™) f(w) €. Done, f(w®) f(w) 3e. Comme ceci est vrai
pour tout €, on peut conclure que f(w®)  f(w) 0 pour tout w et donc que w® 2 W . Donc
Acc W .

La conclusion de ce théoreme est obtenue en appliquant le lemme 5 a tout w 2 D. Pour un tel
w, la convergence uniforme de A vers A implique la convergence de tout minimiseur de A" vers
I’ensemble des minimiseurs de .

Remarques :

— le lemme 3 est une adaptation au cas d’un espace métrique quelconque d’un lemme de
Halbert White ([7]) ;
— le lemme 5 est une adaptation au double indigage d’un autre lemme de Halbert White ([7]).
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