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RESUME. Lors de travaux précédents, on s’est intéressé aux propriétés asymptotiques d’un modéle fonc-
tionnel paramétrique. L’apport de ces travaux résidait dans lutilisation d’une approche probabiliste afin de
modéliser la connaissance discréte des fonctions traitées. Le travail présenté ici est une amélioration de ces
précédents résultats : [’hypothése de compacité de l’ensemble des fonctions observées n’est plus nécessaire.

ABSTRACT. In our previous works, we studied the asymptotical properties of a parametric functional model.
Our contribution lay in the use of a probalistic approach to model the sampling of observed functions. This
present work is an improvement over these previous results: the compacity assumption of the function set is
no more necessary.
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1. Introduction

Dans de nombreux domaines, les individus a traiter sont naturellement décrits par une ou plu-
sieurs fonctions régulieres (météorologie, économie, reconnaissance de la parole, etc..). Le but de
I’Analyse de Données Fonctionnelles [RAM 97] est d’adapter les techniques classiques de I’analyse
de données traditionnelles a ce type de description.

Dans ce travail, on considere une classe particuliere de régresseurs fonctionnels paramétriques.
Ces régresseurs permettent une modélisation non-linéaire du lien fonctionnel existant entre la va-
riable explicative (v.a. fonctionnelle) et la variable & expliquer (v.a. réelle). En Analyse de Données
Fonctionnelles, il est habituel de supposer que les fonctions observées ne sont connues que de ma-
niere discréte (par le biais d’une échantillonnage). Une maniére naturelle de prendre en compte cette
caractéristique consiste a modéliser les points d’observation des fonctions traitées de maniere pro-
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babiliste. Le résultat énoncé a la fin de cet article s’appuie sur cette modélisation, afin de montrer
que 'estimation des parametres optimaux du modele est consistante.

2. Modele fonctionnel paramétrique

Dans la suite de cet article, on suppose que toutes les variables aléatoires sont définies sur
Pespace probabilisé (£2,.4, P). On considere I’espace mesuré (Z, B, i), ou u est une mesure de Borel.
Le modele fonctionnel auquel on s’intéresse s’écrit sous la forme suivante :

H(w,g) = U (wo, [ Fitwn ... [ B, -)gdu) ,

ou la variable explicative g est une fonction définie sur Z et & valeurs réelles, et ou w est le vecteur
parametre du modele. Chaque Fj est un modele paramétrique (par exemple un modele linéaire
généralisé, ou un perceptron multi-couches) de vecteur parametre w;. On note w = (wq, w1, . - . , Wg)
un élément de W = IIF_ W;. Enfin, U est une fonction réguliere. On peut par exemple choisir
U de sorte & obtenir un perceptron multi-couches fonctionnel [ROS 02]. Ce cas particulier est un
approximateur universel, ce qui motive l'utilisation du modele en pratique. On peut noter que le
modele présenté est en fait tres similaire a celui proposé dans le contexte de la Régression Inverse
par Tranche Fonctionnelle [FER 03].

On considere les hypotheses suivantes (hypotheéses H,) :

1. pour 0 < I < k, W; est une partie compacte de R
2. pour 1 <[ <k, F; est une fonction définie de W; x Z vers R telle que :

(a) pour chaque z € Z, Fi(.,z) est continue
(b) pour chaque w; € Wy, Fj(wy,.) est mesurable
(c) il existe d; € LI(p)/ V (wi, ) € W x Z, |Fi(wy, z)| < di(x).

3. U est une fonction bornée uniformément continue de Wy x R¥ vers R°

Si I’on considere le cas particulier du perceptron multi-couches fonctionnel, ces différentes hypotheses
sont naturellement vérifiées.

3. Connaissance parfaite des fonctions observées

Comme indiqué dans I'introduction, notre but est d’expliquer la variable ¢t € R grace a 1’ob-
servation g. Pour cela, on veut trouver un vecteur w optimal tel que H(w,g) prédise au mieux la
valeur ¢. On se donne pour cela une mesure de similarité ¢ (par exemple la distance quadratique),
et on cherche & minimiser la quantité c(¢, H(w, g)) “en moyenne”. Plus formellement, on considere
les hypotheses suivantes (hypotheses Hy) :

1. Z est une partie compacte de R*

2. (G, T?) est une suite i.i.d de variables aléatoires & valeurs dans C(Z,R) x R® (i.e., chaque G*
est une fonction mesurable de (Q, 4, P) dans C(Z,R) muni de sa tribu borélienne et chaque T est
une variable aléatoire & valeurs dans R®).

On définit alors l'erreur théorique réalisée par le modele paramétrique H pour le parametre w :
Mw) = E(c¢(Tt, H(w,G'))). On note W* I'ensemble des minimiseurs de A(w). Dans la pratique
cependant, la quantité A(w) ne peut malheureusement pas étre évaluée, car seul un nombre fini
d’observations est disponible (les couples (g¢,¢)). On est donc naturellement amené & considérer
Perreur empirique suivante : A, (w) = LS e(T, H(w, GY)), ainsi qu'un minimiseur de cette erreur
empirique, noté w,.



On démontre que l'estimateur w,, converge presque stirement vers W* (la preuve est basée sur
[AND 87]). Ce résultat nécessite ’hypothese de domination suivante (hypotheses H.) :

1L.YweW,ge C(Z,R),t e R° c(t,H(w,g)) < Cmax(t)
2. E(¢maz(Th)) < 00

Ce premier résultat de consistance impose que les fonctions d’entrée soient connues de maniere
parfaite. Dans la pratique cependant, les fonctions a traiter sont connues sous la forme d’un échan-
tillonnage (nombre fini de couples (a:;, g(a:g))) Dans la section suivante, on démontre un second
résultat de consistance prenant en compte 'aspect discret des fonctions.

4. Connaissance discréte des fonctions observées

Afin de modéliser le fait que chaque fonction d’entrée n’est connue qu’en un nombre fini de points
d’observation, on utilise le modele probabiliste suivant (hypotheses Hy) :

1. (X;:)ieNJeN est une suite de variables aléatoires définies de 2 vers Z.
2. les X} sont identiquement distribuées, la probabilité induite sur Z est y = Px.

3. (g;)ieN,jeN est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées, définies de 2 vers

4. E(S}) =0et E(\é’ﬂp) < 00 avec p et ¢ exposants conjugués (hypotheses H,).
5. Pour i fixé, la suite de variables aléatoires (X§, &S, X4,&f,...) est indépendante.

Pour chaque i, la suite (X;:)JEN correspond aux points d’observation de la fonction G?, la suite
(Sj)jeN correspond aux erreurs commises lors de ’évaluation de la fonction en ces points. Si g?, x;
et 5§- sont respectivement des réalisations de G?, X Jl et 8}, on a donc yj— =g (x;) + 6;

Les fonctions n’étant connues que de fagon discrete, les intégrales ne peuvent plus étre cal-
culées. On remplace donc chaque intégrale [ Fj(wy,.)g"dp par la moyenne empirique suivante :

k2 . .
nlli Z;”:l Fi(wy,z%)y;. En conséquence, I'erreur empirique A, (w) est approchée par I'erreur empi-

rique suivante :

1 n , 1 m? o 1 m’ o
AZL(U)):EZC tlvU wOvWZFl(wlaa:;)y‘;?7W2Fk(wka$;)y;
i=1 j=1 j=1

ot m = infi<i<pm’. On note w;’ un minimiseur de A;*, on a alors le résultat suivant :

Théoréme 1. Sous les hypothéses H,,Hy,H. et Hy, on a presque sirement :

lim lim d(w]',W*) =0

n—oo m—0o0

Il est important de noter que le résultat de convergence ci-dessus est séquentiel. En effet, le nombre
de points d’observation (m) nécessaire a 'obtention d’une précision donnée dépend du nombre de
fonctions (n).

5. Conclusion

On a pu voir au cours de cet article que la modélisation probabiliste des points d’observation était
naturelle, et permettait d’obtenir un résultat de consistance satisfaisant. Les hypotheses liees a ce
dernier résultat ont, par rapport a nos travaux précédents, été affaiblies : la compacité de ’ensemble
des fonctions observées n’est plus nécessaire. On se rapproche ainsi des hypotheses classiquement



utilisées en Analyse de Données Fonctionnelles (fonctions hélderiennes, cf [CAR 03]), sans pour
autant demander une discrétisation déterministe.
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