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Résumé. Dans cet article, il est question de clustering de courbes. Nous pro-
posons une mÃl’thode non paramÃl’trique qui segmente les courbes en clusters
et discrÃl’tise en intervalles les variables continues dÃl’crivant les points de la
courbe. Le produit cartÃl’sien de ces partitions forme une grille de donnÃl’es
qui est infÃl’rÃl’e en utilisant une approche BayÃl’sienne de sÃl’lection de
modÃĺle ne faisant aucune hypothÃĺse concernant les courbes. Enfin, une tech-
nique de post-traitement, visant Ãă rÃl’duire le nombre de clusters dans le but
d’amÃl’liorer l’interprÃl’tabilitÃl’ des clusters, est proposÃl’e. Elle consiste Ãă
fusionner successivement et de faÃğon optimale les clusters, ce qui revient Ãă
rÃl’aliser une classification hiÃl’rarchique ascendante dont la mesure de dissi-
milaritÃl’ correspond Ãă la variation du critÃĺre. De maniÃĺre intÃl’ressante,
cette mesure est en fait une somme pondÃl’rÃl’e de divergences de Kullback-
Leibler entre les distributions des clusters avant et aprÃĺs fusions. L’intÃl’rÃłt de
l’approche dans le cadre de l’analyse exploratoire de donnÃl’es fonctionnelles
est illustrÃl’ par un jeu de donnÃl’es artificiel et rÃl’el.

1 Introduction
En analyse de donnÃl’es fonctionnelles (Ramsay et Silverman (2005)), les observations

sont des fonctions (ou des courbes). Les donnÃl’es fonctionnelles sont prÃl’sentes dans de
nombreux domaines comme par exemple l’enregistrement des prÃl’cipitations d’une station
mÃl’tÃl’orologique ou encore la surveillance de matÃl’riel, oÃź chaque courbe est une sÃl’rie
temporelle liÃl’e Ãă une quantitÃl’ physique enregistrÃl’e Ãă frÃl’quence spÃl’cifiÃl’e.
Les MÃl’thodes d’analyse exploratoire pour les grandes bases de donnÃl’es fonctionnelles sont
nÃl’cessaires dans de nombreuses applications pratiques comme par exemple, la surveillance
de la consommation Ãl’lectrique (Hébrail et al. (2010)). Elles rÃl’duisent la complexitÃl’ des
donnÃl’es en combinant des techniques de clustering avec des mÃl’thodes d’approximation de
fonction, modÃl’lisant par exemple un ensemble de donnÃl’es fonctionnelles par des courbes
prototypiques, comme par exemple un ensemble de segments linÃl’aires ou de splines. Dans
ce type d’approches, Ãă la fois le nombre de prototypes et le nombre de segments sont des
paramÃĺtres utilisateur. D’un cÃt’tÃl’, cela limite pour l’utilisateur le risque d’obtenir des
clusters trop complexes mais cela peut Ãl’galement induire un sous-apprentissage du modÃĺle
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par rapport aux donnÃl’es.
Des approches BayÃl’siennes non paramÃl’triques basÃl’es sur des processus de Dirichlet
ont Ãl’galement Ãl’tÃl’ appliquÃl’es au problÃĺme de clustering de courbes. Elles cherchent
Ãă dÃl’terminer une distribution de clustering sur un modÃĺle infini de mÃl’langes (Teh,
2010; Nguyen et Gelfand, 2011). Le modÃĺle de clustering est obtenu en Ãl’chantillonnant la
distribution a posteriori par des mÃl’thodes d’infÃl’rence BayÃl’sienne.
Cet article propose une nouvelle mÃl’thode d’analyse exploratoire non paramÃl’trique de
donnÃl’es fonctionnelles, basÃl’e sur les modÃĺles en grilles (Boullé, 2010). La mÃl’thode
ne fait d’hypothÃĺse ni sur la distribution des donnÃl’es fonctionnelles ni sur le bruit liÃl’
aux mesures. La mÃl’thode ne requiÃĺre pas de paramÃĺtre utilisateur et permet d’obtenir, de
maniÃĺre totalement autonome, un rÃl’sumÃl’ optimal du jeux de donnÃl’es fonctionnelles, en
utilisant une approche MAP (Maximum a posteriori) avec des termes de priors dÃl’pendants
des donnÃl’es. Dans certains cas, particuliÃĺrement pour les jeux de donnÃl’es volumineux, le
nombre optimal de clusters et d’intervalles peut Ãłtre trÃĺs important pour approximer finement
les donnÃl’es, ce grand nombre de clusters se prÃłtant mal Ãă une interprÃl’tation utilisateur
en analyse exploratoire. C’est pourquoi un post-traitement est associÃl’ Ãă la mÃl’thode. Ceci
permet de rÃl’duire le nombre de clusters selon une procÃl’dure optimale sous condition
d’emboÃőtement. Le nombre d’intervalles, quant Ãă lui, est auto ajustÃl’ parallÃĺlement au
nombre de clusters.
Le post-traitement consiste Ãă fusionner successivement les clusters de la maniÃĺre la moins
coÃżteuse, depuis le clustering le plus fin jusqu’Ãă obtenir un unique cluster contenant toutes
les courbes. Il apparait que le coÃżt de fusion de deux clusters est une somme pondÃl’rÃl’e
de divergences de Kullback-Leibler des clusters fusionnÃl’s au cluster formÃl’, ce qui peut
s’interprÃl’ter comme une mesure de dissimilaritÃl’ entre les clusters fusionnÃl’s. Ainsi, le
post-traitement peut Ãłtre vu comme une classification hiÃl’rarchique ascendante Hastie et al.
(2001). Des outils d’aide Ãă la dÃl’cision peuvent Ãłtre utilisÃl’s, comme par exemple un
Dendrogramme ou encore la courbe de Pareto du coÃżt du modÃĺle en fonction du nombre
de clusters. Le reste de l’article est construit de la faÃğon suivante : la section 2 prÃl’sente le
problÃĺme de clustering de courbes et positionne notre mÃl’thode par rapport Ãă des approches
alternatives. Ensuite, dans la Section 3, la mÃl’thode de clustering basÃl’e sur l’estimation de
densitÃl’ jointe est prÃl’sentÃl’e. Puis, la technique de post-traitement est dÃl’taillÃl’e dans
la Section 4. Enfin, des expÃl’rimentations sur des jeux de donnÃl’es artificiels et rÃl’els sont
prÃl’sentÃl’es dans la Section 5, avant de conclure par la Section 6.

2 Analyse exploratoire de donnÃl’es fonctionnelles
Dans cette Section, les donnÃl’es et l’objectif d’analyse sont dÃl’crits de maniÃĺre formelle.

Soit C un ensemble de n courbes ou fonctions, ci, 1 ≤ i ≤ n, dÃl’finies sur [a, b] vers [u, v],
deux intervalles dans R. Chaque courbe est composÃl’e de mi valeurs, formant une sÃl’rie
d’observations notÃl’es ci = (xij , yij)

mi
j=1, avec yij = ci(xij).

Comme dans toutes les problÃl’matiques d’analyse exploratoire, notre but ici est de rÃl’duire
la complexitÃl’ du jeux de donnÃl’es et de dÃl’couvrir des motifs dans les donnÃl’es. Dans
Chamroukhi et al. (2010); Hébrail et al. (2010), les motifs fonctionnels sont de simples fonctions
telles que des fonctions indicatrices d’intervalles ou des polynÃt’mes simples : une fonction
est approximÃl’e par une combinaison linÃl’aire de ces fonctions simples dans Hébrail et al.
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(2010) ou gÃl’nÃl’rÃl’e par un processus logistique basÃl’ sur des polynÃt’mes de bas degrÃl’s
dans Chamroukhi et al. (2010). Des B-splines peuvent Ãl’galement Ãłtre utilisÃl’es, comme
dans Abraham et al. (2003).

Notons kC le nombre de clusters de courbes. La mÃl’thode, proposÃl’e par Hébrail et al.
(2010), dÃl’termine une partition de l’ensemble des courbes C en kC clusters modÃl’lisÃl’s
par une fonction simple Fk (fonction constante par morceaux composÃl’e de P segments par
exemple), en minimisant

kC∑
k=1

∑
ci∈Ck

mi∑
j=1

(yij − fk(xij))
2
, (1)

avec Ck le kième cluster. Ceci correspond Ãă une sorte de k-means contraint par le choix des
segments dans l’espace fonctionnel L2. L’approche de Chamroukhi et al. (2010) optimise un
critÃĺre similaire obtenu par maximisation de la vraisemblance des paramÃĺtres d’un modÃĺle
gÃl’nÃl’ratif.

Des approches BayÃl’siennes, comme celle prÃl’sentÃl’e dans Nguyen et Gelfand (2011),
considÃĺrent que l’ensemble des courbes peut Ãłtre reprÃl’sentÃl’ par des courbes moyennes
gÃl’nÃl’rÃl’es suivant un processus Gaussien et organisÃl’es en clusters. Les clusters sont
dÃl’crits par une fonction d’Ãl’tiquetage qui suit la rÃl’alisation d’une distribution multino-
miale avec un prior de Dirichlet. Alors que les modÃĺles paramÃl’triques utilisant un nombre
fixe et fini de paramÃĺtres peuvent souffrir de sur/sous-apprentissage, des approches BayÃl’-
siennes non-paramÃl’triques ont Ãl’tÃl’ proposÃl’es pour Ãl’viter ce problÃĺme. En utilisant
un modÃĺle de complexitÃl’ non bornÃl’e, le sous-apprentissage est attÃl’nuÃl’, alors que
l’approche BayÃl’sienne de calcul ou d’approximation de la distribution a posteriori des pa-
ramÃĺtres rÃl’duit le risque de sur-apprentissage (Teh, 2010). Au final, la distribution des
paramÃĺtres de clustering est obtenue en Ãl’chantillonnant la distribution a posteriori des
paramÃĺtres en utilisant des mÃl’thodes d’infÃl’rence BayÃl’sienne comme les Chaines de
Markov Monte Carlo (Neal, 2000) ou l’infÃl’rence variationnelle (Blei et Jordan, 2005). Suit
un post-traitement permettant de choisir un clustering parmi leur distribution.

Le prior de Dirichlet nÃl’cessite deux paramÃĺtres utilisateur : le paramÃĺtre de concentra-
tion et la distribution de base. Pour un paramÃĺtre de concentration α et un jeu de donnÃl’es
contenant n courbes, l’espÃl’rance du nombre de clusters k̄ est k̄ = α log(n) (Wallach et al.,
2010). De ce fait, le paramÃĺtre de concentration a un impact significatif sur le nombre de
clusters obtenus. Pour cette raison que, selon Vogt et al. (2010), il n’est pas possible d’estimer
de maniÃĺre fiable ce paramÃĺtre.

Notre mÃl’thode - appelÃl’e MODL et dÃl’taillÃl’e en Section 3 - est comparable aux
approches basÃl’es sur les Processus de Dirichlet (DP) dans le sens oÃź elles estiment une
probabilitÃl’ a posteriori basÃl’e sur la vraisemblance et la distribution a priori des paramÃĺtres
d’un modÃĺle. Les mÃl’thodes sont Ãl’galement non-paramÃl’triques et de complexitÃl’ non
bornÃl’e, puisque le nombre de paramÃĺtres n’est pas fixÃl’ et croit en fonction de la quantitÃl’
de donnÃl’es disponibles.

Cependant, MODL est intrinsÃĺquement diffÃl’rent des mÃl’thodes basÃl’es sur les DP.
D’abord, les approches basÃl’es sur les DP sont BayÃl’siennes et gÃl’nÃĺrent une distribution
de clusterings, le clustering final Ãl’tant obtenu par post-traitement consistant, par exemple,
Ãă choisir le mode de la distribution a posteriori ou encore en Ãl’tudiant la matrice des co-
occurrences. A contrario, MODL est une approche MAP, le modÃĺle le plus probable est
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directement sÃl’lectionnÃl’ en utilisant des algorithmes d’optimisation. Ensuite, MODL ne
s’applique pas aux valeurs des donnÃl’es mais Ãă leur rang. Ceci permet d’Ãl’viter les valeurs
aberrantes et les problÃĺmes d’Ãl’chelle. En utilisant la statistique d’ordre, les modÃĺles obtenus
sont invariants par toute transformation monotone des donnÃl’es d’entrÃl’e, ce qui a du sens
puisque la mÃl’thode se focalise sur les corrÃl’lations entre les variables, pas sur les valeurs
des variables.

Ensuite, les mÃl’thodes basÃl’es sur les DP Ãl’tudient la distribution des paramÃĺtres dÃl’-
finis surR, dont la mesure est par consÃl’quent continue. Quant Ãă MODL, les corrÃl’lations
entre les variables sont modÃl’lisÃl’es sur un Ãl’chantillon. Dans le cas de clusters de courbes,
ces variables sont le point de mesure, la valeur de la courbe en ce point et l’identifiant de la
courbe. Ceci permet de travailler sur un espace discret et donc de simplifier le rÃl’alisation du
problÃĺme, qui se rÃl’sume ainsi principalement Ãă un problÃĺme de dÃl’nombrement.

Au final, l’approche MODL est clairement dÃl’pendante des donnÃl’es. Dans une pre-
miÃĺre Ãl’tape, l’Ãl’chantillon de donnÃl’es est utilisÃl’ pour construire le prior et l’espace
de modÃl’lisation en regardant les variables de faÃğon indÃl’pendantes : seuls la taille de
l’Ãl’chantillon et les valeurs (rangs empiriques) de chaque variables sont exploitÃl’es. Le
modÃĺle de corrÃl’lation est inferrÃl’ dans une seconde phase, en utilisant une approche MAP.
Par consÃl’quent, prouver la consistance de cette technique de modÃl’lisation dÃl’pendante des
donnÃl’es demeure un problÃĺme ouvert. En fait, des rÃl’sultats expÃl’rimentaux obtenant Ãă
la fois des motifs prÃl’cis et fiables montrent la cohÃl’rence de la mÃl’thode.

3 L’approche MODL appliquÃl’e aux donnÃl’es fonctionnelles
Dans cette Section, les principes des modÃĺles en grilles de donnÃl’es, dÃl’taillÃl’s dans

Boullé (2010), sont rÃl’sumÃl’s et appliquÃl’s aux donnÃl’es fonctionnelles.

3.1 ModÃĺles en grille de donnÃl’es
Les modÃĺles en grilles de donnÃl’es sont basÃl’s sur le partitionnement de chaque variable

en intervalles dans le cas numÃl’rique et en groupement de valeurs dans le cas catÃl’goriel. Le
produit CartÃl’sien des partitions univariÃl’es forme une partition multivariÃl’e de l’espace de
reprÃl’sentation dans un ensemble de cellules. Cette partition multivariÃl’e, appelÃl’e grille de
donnÃl’es, est un estimateur non paramÃl’trique et constant par morceaux de la probabilitÃl’
jointe ou conditionnelle. La meilleure grille de donnÃl’es est obtenue en utilisant une approche
BayÃl’sienne de sÃl’lection de modÃĺle et des algorithmes combinatoires efficaces.

3.2 Application aux donnÃl’es fonctionnelles
L’ensemble C des n courbes est reprÃl’sentÃl’ par un jeu de donnÃl’es contenant m =∑n
i=1mi instances et trois variables : C reprÃl’sentant l’identifiant de la courbe, X et Y les

coordonnÃl’es des points des courbes. Les modÃĺles en grilles sont appliquÃl’s pour estimer
la probabilitÃl’ jointe p(C,X, Y ) entre les trois variables. La variable C est segmentÃl’e en
clusters de courbes, alors que chacune des variables continues X et Y est discrÃl’tisÃl’e en
intervalles. Le produit CartÃl’sien de ces partitions univariÃl’es forme une grille de donnÃl’es.
Comme p(X,Y |C) = p(C,X,Y )

p(C) , la mÃl’thode peut aussi Ãłtre interprÃl’tÃl’e comme un
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estimateur de densitÃl’ jointe entre les variables continues de coordonnÃl’es des points (X et
Y ), qui est constante par cluster de courbes.

La Definition 3.1 introduit la notion de modÃĺle de clustering de donnÃl’es fonctionnelles.

Definition 3.1. Un modÃĺle de clustering de donnÃl’es fonctionnelles est dÃl’fini par :
— un nombre de clusters de courbes,
— un nombre d’intervalles des variables continues X et Y ,
— la rÃl’partition des courbes dans les clusters,
— la distribution des points du jeu de donnÃl’es sur les cellules de la grilles de donnÃl’es.
— la distribution des points de chaque cluster sur les courbes de ce mÃłme cluster.

Notation.
— C : ensemble des courbes, de taille n = |C|.
— P : ensemble des points dÃl’finis sur 3 dimensions formant C de taille m = |P|.
— C : variable identifiant la courbe
— X,Y : variables de coordonnÃl’es des points
— kC : nombre de clusters de courbes
— kX , kY : nombre d’intervalles des variables X and Y
— k = kCkXkY : nombre de cellules de la grille de donnÃl’es
— niC : nombre de courbes du cluster iC
— mi : nombre de points de la courbe i
— miC : nombre de points dans le cluster iC
— mjX , mjY : nombre de points dans les intervalles jX de X et jY de Y
— miCjXjY : nombre de points de la cellule (iC , jX , jY ).

Nous considÃl’rons que les nombres de courbes n et de points m sont connus par avance et
souhaitons modÃl’liser la distribution jointe des m points sur leurs courbes et coordonnÃl’es
associÃl’es. Pour sÃl’lectionner le meilleur modÃĺle, nous employons une approche MAP,
utilisant la distribution a priori des paramÃĺtres du modÃĺle dÃl’crit dans la DÃl’finition 3.2.

Definition 3.2. L’a priori sur les paramÃĺtres d’un modÃĺle de clustering de donnÃl’es fonc-
tionnelles est choisi hiÃl’rarchiquement et uniformÃl’ment Ãă chaque niveau :

— les nombres de clusters kC et d’intervalles kX , kY sont indÃl’pendants les uns des
autres, et uniformÃl’ment distribuÃl’s entre 1 et n pour les courbes et entre 1 et m pour
les coordonnÃl’es X et Y ,

— pour un nombre kC de clusters donnÃl’, toutes les partitions des n courbes en kC
clusters sont Ãl’quiprobables,

— pour un modÃĺle de taille (kC , kX , kY ), toutes les distributions des m points sur les
k = kCkXkY cellules de la grille de donnÃl’es sont Ãl’quiprobables,

— pour un cluster de courbes donnÃl’, toutes les distributions des points sur les courbes
au sein du cluster sont equiprobables,

— pour un intervalle donnÃl’ X (resp. Y ), toutes les distributions des rangs des valeurs
des points sur X (resp. Y ) sont equiprobables.

En prenant le logarithme nÃl’gatif de la probabilitÃl’ a posteriori d’un modÃĺle connaissant
les donnÃl’es, un critÃĺre d’Ãl’valuation est obtenu et est donnÃl’ par le thÃl’orÃĺme 3.3, qui
est adaptÃl’ aux donnÃl’es fonctionnelles.
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Theorem 3.3. Un modÃĺle M de clustering de donnÃl’es fonctionnelles distribuÃl’ selon un a
priori hiÃl’rarchique uniforme est optimal au sens de Bayes si la valeur du critÃĺre suivant est
minimal

c(M) =− log(P (M))− log(P (P|M))

= logn+ 2 logm+ logB(n, kC) + log

(
m+ k − 1

k − 1

)
+

kC∑
iC=1

log

(
miC + niC − 1

niC − 1

)

+ logm!−
kC∑

iC=1

kX∑
jX=1

kY∑
jY =1

logmiCjXjY ! +

kC∑
iC=1

logmiC !−
n∑

i=1

logmi!

+

kX∑
jX=1

logmjX ! +

kY∑
jY =1

logmjY !

(2)

B(n, k) est le nombre de partitions de n Ãl’lÃl’ments en k sous parties (avec Ãl’ventuelle-
ment des parties vides). Lorsque n = k, B(n, k) correspond au nombre de Bell. Dans le cas
gÃl’nÃl’ral, B(n, k) peut Ãłtre Ãl’crit B(n, k) =

∑k
i=1 S(n, i), oÃź S(n, i) est le nombre

de Stirling de seconde espÃĺce (Abramowitz et Stegun, 1970), ce qui revient au nombre de
faÃğons de partitionner un ensemble de n Ãl’lÃl’ments en i sous parties non vides.

Étant donnÃl’ qu’un logarithme nÃl’gatif de probabilitÃl’s est une longueur de codage
(Shannon, 1948), la technique de sÃl’lection de modÃĺle est similaire Ãă l’approche MDL
(Minimum Description Length) introduite par Rissanen (1978). La premiÃĺre ligne de la
Formule 2 correspond Ãă la distribution a priori des nombres de clusters kC et d’intervalles
kX et kY et au partitionnement des courbes en clusters. La seconde ligne reprÃl’sente la
spÃl’cification des paramÃĺtres de la distribution multinomiale des m points dans les k cellules
de la grille de donnÃl’es, ainsi que des points de chaque cluster sur les courbes de ce mÃłme
cluster. La troisiÃĺme ligne correspond Ãă la vraisemblance de la distribution des points sur les
cellules. Quant Ãă la derniÃĺre ligne, il s’agit de la vraisemblance de la distribution des points
de chaque cluster sur les courbes de ce cluster, suivie par la vraisemblance de la distribution des
rangs des valeurs de X (resp. Y ) dans chaque intervalle.

3.3 Algorithme d’optimisation
Dans cet article, des heuristiques d’optimisation (dÃl’taillÃl’es dans Boullé (2010)) ont

Ãl’tÃl’ utilisÃl’es. Elles possÃĺdent des propriÃl’tÃl’s de scalabilitÃl’, avec une complexitÃl’
spatiale en O(m) et temporelle en O(m

√
m logm). L’heuristique principale est une heuristique

gloutonne ascendante, qui dÃl’marre avec un modÃĺle fin avec peu de points par intervalle de
X et Y et peu de courbes par cluster. Elle considÃĺre toutes les fusions entre les clusters et les
intervalles adjacents, et rÃl’alise la meilleure fusion si cela permet de faire dÃl’croitre le critÃĺre.
Cette heuristique est amÃl’liorÃl’e avec une Ãl’tape de post-optimisation (dÃl’placement des
bornes des intervalles et changement de clusters pour les courbes) et englobÃl’e dans une
mÃl’taheuristique de type VNS (Hansen et Mladenovic, 2001) qui tire profit de plusieurs
lancements de l’algorithme avec des initialisations alÃl’atoires diffÃl’rentes.
L’algorithme d’optimisation rÃl’sumÃl’ ci-dessus a Ãl’tÃl’ Ãl’valuÃl’ dans de nombreux cas
de figures dans Boullé (2010) oÃź la vraie distribution sous-jacente est connue. Au final,
la mÃl’thode est Ãă la fois rÃl’sistante au bruit et capable de dÃl’tecter des motifs fins et
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complexes. Elle est en mesure d’approximer n’importe quelle distribution de donnÃl’es, sous
condition d’avoir suffisamment d’instances dans l’ensemble d’apprentissage.

4 Clustering Hierarchique Ascendant
Alors que le modÃĺle obtenu par la mÃl’thode dÃl’taillÃl’e dans la section 3 est optimal

selon le critÃĺre introduit par le thÃl’orÃĺme 3.3, nous proposons ici une technique de post-
traitement qui vise Ãă simplifier le clustering tout en minimisant la perte d’informations. Dans
un premier temps, l’impact d’une fusion sur le critÃĺre est Ãl’tudiÃl’, puis les propriÃl’tÃl’s de
la mesure de dissimilaritÃl’ proposÃl’e sont dÃl’taillÃl’es et enfin la mÃl’thode de clustering
hiÃl’rarchique ascendant est dÃl’crite. Notons que les paramÃĺtres de modÃl’lisation utilisÃl’s
pour la construction du clustering initial et pour la fusion des clusters dans la mÃl’thode
agglomÃl’rative sont les mÃłmes.

4.1 Le CoÃżt de Fusion de deux Clusters
Soient M1C ,2C

et MγC deux modÃĺles de clustering, le premier correspondant au modÃĺle
MAP avant fusion des clusters 1C et 2C , le second au modÃĺle aprÃĺs fusion, contenant un
nouveau cluster γC = 1C ∪ 2C . Nous notons ∆c(1C , 2C) le coÃżt de fusion de 1C et 2C ,
dÃl’fini comme :

∆c(1C , 2C) = c(MγC )− c(M1C ,2C
)

Il rÃl’sulte du TheorÃĺme 3.3 que le modÃĺle de clustering MγC est une explication moins
probable selon MODL du jeu de donnÃl’es P que M1C ,2C

suivant un facteur basÃl’ sur
∆c(1C , 2C).

p(MγC |P) = e−∆c(1C ,2C)p(M1C ,2C
|P) (3)

Nous nous focalisons maintenant sur le comportement asymptotique de ∆c(1C , 2C), c’est-
Ãă-dire lorsque le nombre de points m du jeu de donnÃl’es tend vers l’infini.

Theorem 4.1. La variation du critÃĺre est asymptotiquement Ãl’gale Ãă une somme pondÃl’rÃl’e
de divergences de Kullback-Leibler des clusters 1C et 2C Ãă γC , estimÃl’e sur la discrÃl’tisation
bivariÃl’e kX × kY .

∆c(1C , 2C) =m1C
DKL(1C ||γC) +m2C

DKL(2C ||γC) +O(log(mγC )) (4)

La preuve complÃĺte n’est pas dÃl’taillÃl’e ici pour des raisons de concision. Pour rÃl’sumer,
le calcul de ∆c(1C , 2C) Ãl’limine certains termes de prior (les deux premiÃĺres lignes de la
Formule 2) et borne les autres par O(log(mγC )). Ensuite, en utilisant l’approximation de
Stirling log(m!) = m(log(m)− 1) + O(log(m)), la variation de la vraisemblance (les deux
derniÃĺres lignes de la Formule 2) peuvent Ãłtre rÃl’Ãl’crites comme une somme pondÃl’rÃl’e
de divergences de Kullback-Leibler.

La variation du critÃĺre, liÃl’e Ãă la fusion de deux clusters, est basÃl’e sur des divergences
de Kullback-Leibler. Cette mesure est non-symÃl’trique et caractÃl’rise la diffÃl’rence entre
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deux distributions (Cover et Thomas, 1991). Le principe du clustering hiÃl’rarchique ascen-
dant est de fusionner successivement les clusters dans le but de construire un arbre appelÃl’
dendrogramme. Nous le construisons ici en utilisant la variation du critÃĺre ∆c. De part les
propriÃl’tÃl’s de cette mesure de dissimilaritÃl’, le dendrogramme que nous construisons est
Ãl’quilibrÃl’. En effet, Ãl’tant donnÃl’ que nous faisons un compromis entre la fusion de deux
clusters similairement distribuÃl’s et la fusion d’un petit cluster avec un gros lors de la classifi-
cation, nous obtenons des clusters de tailles comparables Ãă chaque niveau hiÃl’rarchique du
dendrogramme. Notons que lors du processus agglomÃl’ratif, la meilleure fusion peut aussi
bien Ãłtre effectuÃl’e sur les clusters que sur les intervalles des variables X et Y . Ainsi, la
granularitÃl’ de la reprÃl’sentation des courbes se dÃl’gradera en mÃłme temps que le nombre
de clusters diminuera.

5 ExpÃl’rimentations
Dans cette partie, les propriÃl’tÃl’s de notre approche sont dans un premier temps illustrÃl’es

en utilisant un jeu de donnÃl’es artificiel. Ensuite la mÃl’thode est appliquÃl’e Ãă un jeu de
donnÃl’es rÃl’el, puis les clusters sont fusionnÃl’s successivement et enfin des exemples
d’analyses exploratoires sont prÃl’sentÃl’s.

5.1 ExpÃl’rimentations sur un jeu de donnÃl’es artificiel
Une variable z est Ãl’chantillonnÃl’e suivant une loi uniforme : Z ∼ U(−1, 1). Nous notons

εi un bruit blanc Gaussien : E ∼ N (0, 0.25). Soient les distributions suivantes :
— f1 : x = z + εx , y = z + εy
— f2 : x = z + εx , y = −z + εy
— f3 : x = z + εx , y = αz + εy avec α ∈ {−1, 1} et p(α = −1) = p(α = 1)
— f4 : x = (0.75 + εx)cos(π(1 + z)) , y = (0.75 + εy)sin(π(1 + z))

(a) f1 (b) f2 (c) f3 (d) f4

FIG. 1: Distributions gÃl’nÃl’rÃl’es alÃl’atoirement

Un ensemble de 40 courbes (10 par distribution) est gÃl’nÃl’rÃl’ en utilisant les distributions
prÃl’cÃl’demment dÃl’finies. Un ensemble P de 105 points est Ãl’galement gÃl’nÃl’rÃl’.
Chaque point est un triplet de valeurs avec un identifiant de courbe choisi parmi les 40, une
valeur de x et de y gÃl’nÃl’rÃl’e suivant la distribution correspondant Ãă la courbe choisie.
Nous appliquons notre mÃl’thode de clustering de donnÃl’es fonctionnelles introduite en
Section 3 sur des sous-ensembles de P de tailles croissantes. L’expÃl’rience est renouvelÃl’e
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10 fois pour chaque sous-ensemble de points rÃl’-Ãl’chantillonnÃl’ Ãă chaque fois. Pour les
petits sous-ensembles (en-dessous de 400 points), il n’y pas suffisamment de donnÃl’es pour
dÃl’couvrir des motifs significatifs, et notre mÃl’thode produit un unique cluster contenant
toutes les courbes et un seul intervalle pourX et Y . À partir de 400 points, le nombre de clusters
et d’intervalles commence Ãă croitre. Finalement pour 25 points par courbe en moyenne, c’est-
Ãă-dire 1000 points au total, notre mÃl’thode retrouve les motifs sous-jacents et gÃl’nÃĺre 4
clusters de courbes qui correspondent aux distributions f1, f2, f3 et f4.

Bien que la mÃl’thode retrouve le vÃl’ritable nombre de clusters, en-dessous de 2000 points,
les clusters peuvent ne pas Ãłtre totalement purs et certaines courbes mal placÃl’es. Dans nos
expÃl’riences, pour 1000 points, en moyenne 2% des courbes sont mal placÃl’es, alors qu’avec
2000 points, les courbes sont systÃl’matiquement classÃl’es dans le bon cluster.
Notons qu’en augmentant la taille du sous-ensemble de points au-delÃă de 2000 points, le
nombre de motifs obtenu est constant et Ãl’gal Ãă 4. A contrario, le nombre d’intervalles croit
avec le nombre de points. Ceci montre le bon comportement asymptotique de la mÃl’thode : on
retrouve le bon nombre de motifs et la mÃl’thode exploite la quantitÃl’ croissante des donnÃl’es
pour mieux approximer la forme des motifs.

Cette expÃl’rience permet de mettre en Ãl’vidence une propriÃl’tÃl’ intÃl’ressante : la
mÃl’thode ne nÃl’cessite pas que la position des valeurs de la variable x soit la mÃłme pour
toutes les courbes. De plus, au delÃă d’un clustering de courbes, la mÃl’thode s’applique
aux distributions. Ainsi il est possible de dÃl’tecter des clusters de distributions multimodales
comme celles gÃl’nÃl’rÃl’es par f3 et f4.

5.2 Analyse d’un jeu de donnÃl’es de consommation Ãl’lectrique

Le jeu de donnÃl’es est un enregistrement de la consommation Ãl’lectrique d’un foyer
franÃğais pendant un an (donnÃl’es disponibles pour 349 jours) (Hébrail et al., 2010). Chaque
courbe est composÃl’e de 144 mesures qui donnent la consommation Ãl’lectrique journaliÃĺre
enregistrÃl’e toutes les 10 minutes. Il y a au total 50256 points de mesure et 3 variables :
la mesure temporelle X , la consommation Ãl’lectrique Y et l’identifiant de la journÃl’e C.
L’Ãl’tude a pour but de regrouper les jours ayant le mÃłme profil de consommation Ãl’lectrique.

La Grille Optimale. La grille optimale est dÃl’finie par 57 clusters, 7 intervalles sur X et 10
sur Y . Cela signifie que les 349 courbes ont Ãl’tÃl’ classÃl’es dans 57 clusters, chaque jour
a Ãl’tÃl’ discrÃl’tisÃl’ en 7 plages horaires et 10 plages de consommation Ãl’lectrique. Ce
rÃl’sultat permet de dÃl’terminer des profils caractÃl’ristiques de jours, tels que les jours de
travail, les jours chÃt’mÃl’s ou encore les jours oÃź personne n’est au domicile.

Les prototypes moyens, reprÃl’sentÃl’s par des fonctions continues par morceaux, per-
mettent d’apprÃl’cier la consommation moyenne par plage horaire. La probabilitÃl’ condition-
nelle des intervalles de consommation sachant les plages horaires est reprÃl’sentÃl’e par des
cellules grisÃl’es, oÃź le niveau de gris modÃl’lise la probabilitÃl’ conditionnelle associÃl’e
Ãă la cellule. La premiÃĺre reprÃl’sentation a Ãl’tÃl’ choisie pour simplifier l’interprÃl’tation
des clusters de courbes, alors que la seconde permet de dÃl’tecter des multimodalitÃl’s dans les
plages horaires.

Distributions multimodales. La Figure 2.(b) prÃl’sente une multimodalitÃl’ pour la 3eme

plage horaire : le prototype est situÃl’ entre deux cellules denses. Cela signifie que la plupart des
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(a) (b) (c) (d)

FIG. 2: Deux exemples parmi les 57 clusters, les traits reprÃl’sentent les prototypes et les
cellules grisÃl’es les probabilitÃl’s conditionnelles. La Figure(a) reprÃl’sente le plus gros
cluster, caractÃl’ristique des jours oÃź personne n’est Ãă domicile : la consommation est quasi
constante et trÃĺs basse. La Figure (b), qui reprÃl’sente le second plus gros cluster, montre un
jour de travail avec une consommation basse pendant la nuit et les heures de bureau et avec des
pics de consommation le matin et le soir. Les Figure (c) et (d) sont les prototypes et les courbes
des clusters des Figures (a) et (b)

mesures de consommation Ãl’lectrique ont Ãl’tÃl’ prises dans ces deux modalitÃl’s et rarement
dans l’intervalle dans lequel passe le prototype. Ceci est illustrÃl’ par la Figure 2.(d). Notons
que la Figure 2.(a) prÃl’sente une autre illustration de distribution multimodale pour laquelle les
points sont majoritaires dans la modalitÃl’ infÃl’rieure. De maniÃĺre gÃl’nÃl’rale, la mÃl’thode
Ãl’tend le clustering de courbes au clustering de distributions.

Fusion des clusters. Alors que le clustering le plus fin produit un clustering riche avec des
clusters caractÃl’ristiques prÃl’cis, une Ãl’tude plus synthÃl’tique et plus interprÃl’table de la
consommation Ãl’lectrique annuelle peut Ãłtre souhaitable pour certaines applications. C’est
pourquoi des fusions successives ont Ãl’tÃl’ effectuÃl’es et reprÃl’sentÃl’es sur la Figure 3
par un dendrogramme et une courbe de Pareto prÃl’sentant le pourcentage d’information
conservÃl’e en fonction du nombre de clusters.

Definition 5.1. Soit M∅ le modÃĺle nul avec un cluster de courbes et un intervalle temporel
et de consommation. La grille de donnÃl’es n’est composÃl’e que d’une unique cellule. Ses
propriÃl’tÃl’s sont dÃl’taillÃl’es dans Boullé (2008). Mopt est le modÃĺle optimal selon le
critÃĺre optimisÃl’ dÃl’fini dans le ThÃl’orÃĺme 3.3 et Mk rÃl’sultant des fusions successives
jusqu’Ãă k clusters. Le pourcentage τk d’information conservÃl’e pour k clusters est dÃl’fini
par

τk =
c(Mk)− c(M∅)
c(Mopt)− c(M∅)

Le dendrogramme est Ãl’quilibrÃl’ et la courbe de Pareto est concave, ce qui permet de
diviser par trois le nombre de clusters en gardant 90% de l’information initiale.

Des expÃl’rimentations dÃl’taillÃl’es ont Ãl’tÃl’ rÃl’alisÃl’es Ãă diffÃl’rents niveaux de
hiÃl’rarchie. Ici nous Ãl’tudions le cas d’une grille de donnÃl’es simplifiÃl’e oÃź 4 clusters
et 50% de l’information ont Ãl’tÃl’ conservÃl’s. En affichant le calendrier avec diffÃl’rentes
couleurs pour les 4 clusters, il est possible de mettre en Ãl’vidence une certaine saisonnalitÃl’
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(a) (b)

FIG. 3: Dendrogramme et courbe de Pareto de la quantitÃl’ d’information conservÃl’e en
fonction du nombre de clusters.

comme l’illustre la Figure 4. En effet, la maniÃĺre dont les courbes ont Ãl’tÃl’ groupÃl’es prÃl’-
sente un lien entre la mÃl’tÃl’o et les tempÃl’ratures en France cette annÃl’e lÃă. Deux clusters
caractÃl’risent la saison estivale (de Juin Ãă Septembre) oÃź la consommation Ãl’lectrique est
plus basse. Le reste de l’annÃl’e, les tempÃl’ratures sont plus basses et donc la consommation
Ãl’lectrique plus importante. La pÃl’riode de fin Avril Ãă dÃl’but Mai Ãl’tait particuliÃĺrement
chaude cette annÃl’e lÃă, ce qui explique qu’elle ait Ãl’tÃl’ classÃl’e avec les clusters estivaux.
De maniÃĺre intÃl’ressante, les clusters de la Figure 2.(a) oÃź personne n’Ãl’tait au domicile
sont regroupÃl’s avec les clusters d’Ãl’tÃl’. On les retrouve du 23 FÃl’vrier au 2 Mars et du 29
Octobre au 3 Novembre.

FIG. 4: Calendrier de l’annÃl’e 2007. Chaque ligne reprÃl’sente un jour de la semaine. Il y a 4
couleurs (une par cluster), les jours blancs correspondent aux donnÃl’es manquantes.

6 Conclusion
Dans cet article, nous nous sommes concentrÃl’s sur l’analyse exploratoire de donnÃl’es

fonctionnelles, et plus particuliÃĺrement de clustering de courbes. La mÃl’thode proposÃl’e
ne considÃĺre pas un ensemble de courbes mais de points dÃl’crits par trois variables, deux
continues, la position du point et une catÃl’gorielle, l’identifiant de la courbe. En groupant les
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courbes et en discrÃl’tisant les variables continues en sÃl’lectionnant le meilleur modÃĺle selon
une approche MAP, la mÃl’thode se comporte comme un estimateur non paramÃl’trique de
densitÃl’ jointe Ãă la fois des courbes et des coordonnÃl’es des points. Dans le cas de donnÃl’es
volumineuses, le meilleur modÃĺle tend Ãă Ãłtre trop prÃl’cis pour en faire une interprÃl’tation
simple. Pour Ãl’viter ce problÃĺme, un post-traitement est proposÃl’. Cette technique a pour but
de fusionner successivement les clusters jusqu’Ãă obtenir un clustering simplifiÃl’ en perdant
le moins de prÃl’cision possible. Ce processus est Ãl’quivalent Ãă un clustering hiÃl’rarchique
ascendant dont la mesure de dissimilaritÃl’ serait la variation du critÃĺre, qui correspond
Ãă une somme pondÃl’rÃl’e de divergences de Kullback-Leibler des clusters fusionnÃl’s au
cluster gÃl’nÃl’rÃl’. Des expÃl’rimentations ont Ãl’tÃl’ menÃl’es sur un jeu de donnÃl’es
rÃl’el, la consommation Ãl’lectrique annuelle d’un foyer. D’un cÃt’tÃl’, le clustering le plus
fin met en Ãl’vidence des phÃl’nomÃĺnes intÃl’ressants tels des distributions multimodales
pour certaines plages horaires. Quant au post-traitement, un dendrogramme Ãl’quilibrÃl’ et
une courbe de Pareto concave soulignent la possibilitÃl’ de simplifier le modÃĺle le plus fin
en perdant un minimum d’information, et ainsi d’obtenir un clustering plus interprÃl’table.
Au-delÃă du clustering de courbes, la mÃl’thode proposÃl’e est capable de gÃl’nÃl’rer un
clustering de distributions. Dans de prochains travaux, il est prÃl’vu d’Ãl’tendre la mÃl’thode
aux distributions multidimensionnelles en considÃl’rant plus de deux dimensions.
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Summary
In this paper, we deal with the problem of curves clustering. We propose a nonparametric method

which partitions the curves into clusters and discretizes the dimensions of the curve points into intervals.
The cross-product of these partitions forms a data-grid which is obtained using a Bayesian model selection
approach while making no assumption regarding the curves. Finally, a post-processing technique, aiming
at reducing the number of clusters in order to improve the interpretability of the clustering, is proposed. It
consists in optimally merging the clusters step by step, which corresponds to an agglomerative hierarchical
classification whose dissimilarity measure is the variation of the criterion. Interestingly this measure is
none other than the sum of the Kullback-Leibler divergences between clusters distributions before and
after the merges. The practical interest of the approach for functional data exploratory analysis is presented
on an artificial and a real world dataset.


