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Résumé. Dans cet article, il est question de clustering de courbes. Nous pro-
posons une mAI'thode non paramAT trique qui segmente les courbes en clusters
et discrAl'tise en intervalles les variables continues dAT crivant les points de la
courbe. Le produit cartAl'sien de ces partitions forme une grille de donnAl'es
qui est infAI'rAl'e en utilisant une approche BayAl'sienne de sAl'lection de
modAlle ne faisant aucune hypothAfse concernant les courbes. Enfin, une tech-
nique de post-traitement, visant Ad rAl'duire le nombre de clusters dans le but
d’amAT liorer I’interprAT'tabilitAl des clusters, est proposAle. Elle consiste Al
fusionner successivement et de faAgon optimale les clusters, ce qui revient Ad
rATaliser une classification hiAT'rarchique ascendante dont la mesure de dissi-
milaritAl correspond A la variation du critAlre. De maniAire intAlressante,
cette mesure est en fait une somme pondAl'rAl'e de divergences de Kullback-
Leibler entre les distributions des clusters avant et aprAls fusions. L’ intAl'rAtt de
I’approche dans le cadre de I’analyse exploratoire de donnAl'es fonctionnelles
est illustrAl’ par un jeu de donnAles artificiel et rAlel.

1 Introduction

En analyse de donnAl'es fonctionnelles (Ramsay et Silverman (2005)), les observations
sont des fonctions (ou des courbes). Les donnAl'es fonctionnelles sont prAl'sentes dans de
nombreux domaines comme par exemple 1I’enregistrement des prAl cipitations d’une station
mAT'tAT orologique ou encore la surveillance de matAT'riel, 0AZ chaque courbe est une sAl'rie
temporelle liAl'e Ad une quantitAl' physique enregistrAl'e Ai frAl' quence spAlcifiAle.

Les MATthodes d’analyse exploratoire pour les grandes bases de donnAl'es fonctionnelles sont
nAl cessaires dans de nombreuses applications pratiques comme par exemple, la surveillance
de la consommation Al’lectrique (Hébrail et al. (2010)). Elles rAT'duisent la complexitAl’ des
donnATes en combinant des techniques de clustering avec des mATI'thodes d’approximation de
fonction, modAT lisant par exemple un ensemble de donnAl'es fonctionnelles par des courbes
prototypiques, comme par exemple un ensemble de segments linAl aires ou de splines. Dans
ce type d’approches Ai la fois le nombre de prototypes et le nombre de segments sont des
paramAltres utilisateur. D’un cAt'tAl’, cela limite pour 1’utilisateur le risque d’obtenir des
clusters trop complexes mais cela peut Al’'galement induire un sous-apprentissage du modAile
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par rapport aux donnAl'es.

Des approches BayAl'siennes non paramAT triques basAl'es sur des processus de Dirichlet
ont Al'galement AI'tAl appliquAles au problAlme de clustering de courbes. Elles cherchent
Ai dATterminer une distribution de clustering sur un modAfile infini de mAl'langes (Teh,
2010; Nguyen et Gelfand, 2011). Le modAlile de clustering est obtenu en Al chantillonnant la
distribution a posteriori par des mAl'thodes d’infAl'rence BayAl'sienne.

Cet article propose une nouvelle mAl'thode d’analyse exploratoire non paramAl'trique de
donnATes fonctionnelles, basAl'e sur les modAlles en grilles (Boullé, 2010). La mATthode
ne fait d’hypothAlse ni sur la distribution des donnAT'es fonctionnelles ni sur le bruit liAl
aux mesures. La mAl'thode ne requiAfre pas de paramAftre utilisateur et permet d’obtenir, de
maniAlre totalement autonome, un rAl'sumAl optimal du jeux de donnATes fonctionnelles, en
utilisant une approche MAP (Maximum a posteriori) avec des termes de priors dAl'pendants
des donnAT'es. Dans certains cas, particuliAlrement pour les jeux de donnAl'es volumineux, le
nombre optimal de clusters et d’intervalles peut Attre trAls important pour approximer finement
les donnAl'es, ce grand nombre de clusters se prAttant mal Ai une interprAl'tation utilisateur
en analyse exploratoire. C’est pourquoi un post-traitement est associAl' A la mAl'thode. Ceci
permet de rAl'duire le nombre de clusters selon une procAldure optimale sous condition
d’emboAdtement. Le nombre d’intervalles, quant A# lui, est auto ajustAl' parallAllement au
nombre de clusters.

Le post-traitement consiste Ad fusionner successivement les clusters de la maniAfre la moins
coAzteuse, depuis le clustering le plus fin jusqu’Aa obtenir un unique cluster contenant toutes
les courbes. Il apparait que le coAzt de fusion de deux clusters est une somme pondAl'rAl'e
de divergences de Kullback-Leibler des clusters fusionnAl's au cluster formAT’, ce qui peut
s’interprAl'ter comme une mesure de dissimilaritAl’ entre les clusters fusionnAl's. Ainsi, le
post-traitement peut Altre vu comme une classification hiAl'rarchique ascendante Hastie et al.
(2001). Des outils d’aide Ai la dAl'cision peuvent Attre utilisAl's, comme par exemple un
Dendrogramme ou encore la courbe de Pareto du coAzt du modAdile en fonction du nombre
de clusters. Le reste de ’article est construit de la faAgon suivante : la section 2 prAl'sente le
problAime de clustering de courbes et positionne notre mA[I'thode par rapport Ad des approches
alternatives. Ensuite, dans la Section 3, la mAl' thode de clustering basAl'e sur I’estimation de
densitAl’ jointe est prAl'sentAle. Puis, la technique de post-traitement est dAT'taillAl'e dans
la Section 4. Enfin, des expAl'rimentations sur des jeux de donnAles artificiels et rAlels sont
prAT'sentAl'es dans la Section 5, avant de conclure par la Section 6.

2 Analyse exploratoire de donnAPles fonctionnelles

Dans cette Section, les donnAl'es et I’objectif d’analyse sont dAT crits de maniAlre formelle.
Soit C un ensemble de n courbes ou fonctions, ¢;, 1 < i < n, dAr'finies sur [a, b] vers [u, v],
deux intervalles dans R. Chaque courbe est composAl'e de m; valeurs, formant une sAl'rie
d’observations notAl'es ¢; = (z;;, Yig) s avec yij = ¢i(wig).

Comme dans toutes les probl Al matiques d’analyse exploratoire, notre but ici est de rAl’duire
la complexitAl' du jeux de donnAles et de dAT couvrir des motifs dans les donnAl'es. Dans
Chamroukhi et al. (2010); Hébrail et al. (2010), les motifs fonctionnels sont de simples fonctions
telles que des fonctions indicatrices d’intervalles ou des polynAt'mes simples : une fonction
est approximAl'e par une combinaison linAl aire de ces fonctions simples dans Hébrail et al.
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(2010) ou gAl'nAl'rATe par un processus logistique basAT' sur des polynAt' mes de bas degrAl's
dans Chamroukhi et al. (2010). Des B-splines peuvent Al galement Attre utilisAl'es, comme
dans Abraham et al. (2003).

Notons k¢ le nombre de clusters de courbes. La mAl'thode, proposAl'e par Hébrail et al.
(2010), dAT'termine une partition de I’ensemble des courbes C en k¢ clusters modATl'lisAl's
par une fonction simple 7, (fonction constante par morceaux composAl'e de P segments par
exemple), en minimisant

mi

kc
YD D iy — fulwy), (1)

k=1c;€Cy j=1

avec Cy, le k%™ cluster. Ceci correspond A une sorte de k-means contraint par le choix des
segments dans 1’espace fonctionnel L?. L’ approche de Chamroukhi et al. (2010) optimise un
critAlre similaire obtenu par maximisation de la vraisemblance des paramAltres d’un modAlle
gArnAl'ratif.

Des approches BayAl'siennes, comme celle prAl'sentAl'e dans Nguyen et Gelfand (2011),
considAlrent que I’ensemble des courbes peut Attre reprAl'sentAl par des courbes moyennes
gAI'nAl'rAles suivant un processus Gaussien et organisAl'es en clusters. Les clusters sont
dATcrits par une fonction d’Al'tiquetage qui suit la rAl alisation d’une distribution multino-
miale avec un prior de Dirichlet. Alors que les modAliles paramAl'triques utilisant un nombre
fixe et fini de paramAltres peuvent souffrir de sur/sous-apprentissage, des approches BayAT'-
siennes non-paramAT triques ont AI'tAl' proposAles pour Al'viter ce problAlme. En utilisant
un modAlle de complexitAl’ non bornAl'e, le sous-apprentissage est attAl'nuAl, alors que
I’approche BayAl'sienne de calcul ou d’approximation de la distribution a posteriori des pa-
ramAltres rAl'duit le risque de sur-apprentissage (Teh, 2010). Au final, la distribution des
paramAItres de clustering est obtenue en Al'chantillonnant la distribution a posteriori des
paramAltres en utilisant des mATl'thodes d’infAl'rence BayAl'sienne comme les Chaines de
Markov Monte Carlo (Neal, 2000) ou I’infAl'rence variationnelle (Blei et Jordan, 2005). Suit
un post-traitement permettant de choisir un clustering parmi leur distribution.

Le prior de Dirichlet nAT cessite deux paramAftres utilisateur : le paramAftre de concentra-
tion et la distribution de base. Pour un paramAftre de concentration « et un jeu de donnAT'es
contenant n courbes, l’espAl’rance du nombre de clusters k est k = « log(n) (Wallach et al.,
2010). De ce fait, le paramAltre de concentration a un impact significatif sur le nombre de
clusters obtenus. Pour cette raison que, selon Vogt et al. (2010), il n’est pas possible d’estimer
de maniAlire fiable ce paramAltre.

Notre mATl'thode - appelAl'e MODL et dAT'taillAl'e en Section 3 - est comparable aux
approches basAl'es sur les Processus de Dirichlet (DP) dans le sens oAz elles estiment une
probabilitAl a posteriori basAl'e sur la vraisemblance et la distribution a priori des paramAdtres
d’un modAlle. Les mAl'thodes sont Al'galement non-paramAl'triques et de complexitAl' non
bornAT'e, puisque le nombre de paramAitres n’est pas fixAl' et croit en fonction de la quantitAr
de donnAl'es disponibles.

Cependant, MODL est intrinsAlquement diffAl'rent des mATlthodes basAles sur les DP.
D’abord, les approches basAl'es sur les DP sont BayAl'siennes et gAl'nAlrent une distribution
de clusterings, le clustering final Al'tant obtenu par post-traitement consistant, par exemple,
Ai choisir le mode de la distribution a posteriori ou encore en Al'tudiant la matrice des co-
occurrences. A contrario, MODL est une approche MAP, le modAlle le plus probable est
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directement sAl'lectionnAl’ en utilisant des algorithmes d’optimisation. Ensuite, MODL ne
s’applique pas aux valeurs des donnAl'es mais A leur rang. Ceci permet d’ Al'viter les valeurs
aberrantes et les problAlmes d’ AT chelle. En utilisant la statistique d’ordre, les modAlles obtenus
sont invariants par toute transformation monotone des donnAl'es d’entrAl’e, ce qui a du sens
puisque la mAT'thode se focalise sur les corrAl'lations entre les variables, pas sur les valeurs
des variables.

Ensuite, les mAT'thodes basAl'es sur les DP Al'tudient la distribution des paramAltres dAl'-
finis sur R, dont la mesure est par consAl quent continue. Quant A% MODL, les corrAl'lations
entre les variables sont modAT'lisAl'es sur un Al'chantillon. Dans le cas de clusters de courbes,
ces variables sont le point de mesure, la valeur de la courbe en ce point et ’identifiant de la
courbe. Ceci permet de travailler sur un espace discret et donc de simplifier le rAl'alisation du
problAime, qui se rAl'sume ainsi principalement A un problAime de dAI' nombrement.

Au final, I’approche MODL est clairement dAT'pendante des donnAT'es. Dans une pre-
miAlre Al'tape, I’ Al’chantillon de donnATes est utilisAl' pour construire le prior et I’espace
de modATlisation en regardant les variables de faAgon indAl'pendantes : seuls la taille de
I’ Al’chantillon et les valeurs (rangs empiriques) de chaque variables sont exploitAles. Le
modAlle de corrArl'lation est inferrAl' dans une seconde phase, en utilisant une approche MAP.
Par consAT' quent, prouver la consistance de cette technique de modAl'lisation dAl'pendante des
donnAl'es demeure un problAime ouvert. En fait, des rAl'sultats expAl'rimentaux obtenant A
la fois des motifs prAl'cis et fiables montrent la cohAl'rence de la mAT thode.

3 L’approche MODL appliquATle aux donnATes fonctionnelles

Dans cette Section, les principes des modAlles en grilles de donnAl'es, dATtaillAl's dans
Boullé (2010), sont rAT'sumAT's et appliquAl's aux donnAl'es fonctionnelles.

3.1 ModAlles en grille de donnAVes

Les modAlles en grilles de donnAl'es sont basAl's sur le partitionnement de chaque variable
en intervalles dans le cas numAl'rique et en groupement de valeurs dans le cas catAl goriel. Le
produit CartAl'sien des partitions univariAl'es forme une partition multivariAl'e de I’espace de
reprAl'sentation dans un ensemble de cellules. Cette partition multivariAl'e, appelAl'e grille de
donnATes, est un estimateur non paramATl'trique et constant par morceaux de la probabilitAl
jointe ou conditionnelle. La meilleure grille de donnAl'es est obtenue en utilisant une approche
BayAl'sienne de sAl'lection de modAlle et des algorithmes combinatoires efficaces.

3.2 Application aux donnAPes fonctionnelles

L’ensemble C des n courbes est reprAl'sentAl’ par un jeu de donnAl'es contenant m =
Z?zl m; instances et trois variables : C' reprAl sentant I’identifiant de la courbe, X et Y les
coordonnAles des points des courbes. Les modAlles en grilles sont appliquAl's pour estimer
la probabilitAl jointe p(C, X,Y") entre les trois variables. La variable C' est segmentAl'e en
clusters de courbes, alors que chacune des variables continues X et Y est discrAl'tisAl'e en
intervalles. Le produit CartAl'sien de ces partitions univariAl'es forme une grille de donnAl'es.

Comme p(X,Y|C) = %, la mATl'thode peut aussi Altre interprAl'tAl'e comme un
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estimateur de densitAl jointe entre les variables continues de coordonnAT'es des points (X et
Y'), qui est constante par cluster de courbes.
La Definition 3.1 introduit la notion de modAlle de clustering de donnATl'es fonctionnelles.

Definition 3.1. Un modAlle de clustering de donnAl'es fonctionnelles est dAl'fini par :
— un nombre de clusters de courbes,
— un nombre d’intervalles des variables continues X etY,
— la rAl'partition des courbes dans les clusters,
— la distribution des points du jeu de donnAl'es sur les cellules de la grilles de donnAles.
— la distribution des points de chaque cluster sur les courbes de ce mAtme cluster.

Notation.
— C : ensemble des courbes, de taille n = |C|.
— P : ensemble des points dAl'finis sur 3 dimensions formant C de taille m = |P)|.
— (' : variable identifiant la courbe
— X, Y :variables de coordonnAl'es des points
— k¢ - nombre de clusters de courbes
— kx, ky : nombre d’intervalles des variables X and' Y
— k = kckxky : nombre de cellules de la grille de donnAl’es
— n;, - nombre de courbes du cluster ic
— m,; : nombre de points de la courbe i
— My, : nombre de points dans le cluster ic
— My, My, : nombre de points dans les intervalles jx de X et jy deY
— Migjxjy - Nombre de points de la cellule (ic, jx, jy ).

Nous considAl'rons que les nombres de courbes n et de points m sont connus par avance et
souhaitons modAT liser la distribution jointe des m points sur leurs courbes et coordonnAl'es
associAl'es. Pour sAl'lectionner le meilleur modAile, nous employons une approche MAP,
utilisant la distribution a priori des paramAitres du modAlile dAT crit dans la DAT finition 3.2.

Definition 3.2. L’a priori sur les paramAltres d’un modAlle de clustering de donnAl'es fonc-
tionnelles est choisi hiAl'rarchiquement et uniformAl'ment Ad chaque niveau :
— les nombres de clusters ko et d’intervalles kx, ky sont indAl'pendants les uns des
autres, et uniformAl'ment distribuAl's entre 1 et n pour les courbes et entre 1 et m pour
les coordonnAl'es X et Y,
— pour un nombre ke de clusters donnAl, toutes les partitions des n courbes en k¢
clusters sont Al'quiprobables,
— pour un modAlle de taille (ko, kx, ky), toutes les distributions des m points sur les
k = kckxky cellules de la grille de donnAl'es sont Al quiprobables,
— pour un cluster de courbes donnAl’, toutes les distributions des points sur les courbes
au sein du cluster sont equiprobables,
— pour un intervalle donnAl' X (resp. Y), toutes les distributions des rangs des valeurs
des points sur X (resp. Y ) sont equiprobables.

En prenant le logarithme nAl gatif de la probabilitAl’ a posteriori d’un modAile connaissant
les donnAles, un critAlre d’ Al'valuation est obtenu et est donnAl’ par le thAl' orAlme 3.3, qui
est adaptAl' aux donnAl'es fonctionnelles.
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Theorem 3.3. Un modAlle M de clustering de donnAl'es fonctionnelles distribyzj{l’ selon un a
priori hiAl'rarchique uniforme est optimal au sens de Bayes si la valeur du critAlre suivant est
minimal

(M) = — log(P(M)) — log(P(P|M))

ke ‘ o
=logn + 2logm + log B(n, kc) + log <m ]—:f ) 1) + Z log <m10n'." mcl 1)
ic=1 el

ke kx ky

k n
+ logm! — Z Z Z log Migjxiy! + Zc logmic!fZlogmil

ic=1jx=1jy=1 ic=1 i=1

kx ky
+ Z logmj, !+ Z log myy !

Jx=1 Jy =1

B(n, k) est le nombre de partitions de n AI'1Al'ments en k sous parties (avec Al'ventuelle-
ment des parties vides). Lorsque n = k, B(n, k) correspond au nombre de Bell. Dans le cas
gArnATral, B(n, k) peut Attre Alcrit B(n, k) = Y&, S(n, i), oAz S(n, i) est le nombre
de Stirling de seconde espAfce (Abramowitz et Stegun, 1970), ce qui revient au nombre de
faAgons de partitionner un ensemble de n AI'1AlI'ments en i sous parties non vides.

Etant donnAl' qu’un logarithme nAT gatif de probabilitAl's est une longueur de codage
(Shannon, 1948), la technique de sATlection de modAlle est similaire Ad 1’approche MDL
(Minimum Description Length) introduite par Rissanen (1978). La premiAfre ligne de la
Formule 2 correspond Ai la distribution a priori des nombres de clusters k¢ et d’intervalles
kx et ky et au partitionnement des courbes en clusters. La seconde ligne reprAl'sente la
spAT cification des paramAltres de la distribution multinomiale des m points dans les & cellules
de la grille de donnATes, ainsi que des points de chaque cluster sur les courbes de ce mAtme
cluster. La troisiAlme ligne correspond Ai la vraisemblance de la distribution des points sur les
cellules. Quant A la derniAlre ligne, il s’agit de la vraisemblance de la distribution des points
de chaque cluster sur les courbes de ce cluster, suivie par la vraisemblance de la distribution des
rangs des valeurs de X (resp. Y') dans chaque intervalle.

3.3 Algorithme d’optimisation

Dans cet article, des heuristiques d’optimisation (dAl'taillAl'es dans Boullé (2010)) ont
ATtAT utilisATes. Elles possAldent des propriAl'tAl's de scalabilitAl, avec une complexitAl
spatiale en O(m) et temporelle en O(m+/m log m). L’heuristique principale est une heuristique
gloutonne ascendante, qui dAI'marre avec un modAfle fin avec peu de points par intervalle de
X etY et peu de courbes par cluster. Elle considAlre toutes les fusions entre les clusters et les
intervalles adjacents, et rAl'alise la meilleure fusion si cela permet de faire dAT croitre le critAlre.
Cette heuristique est amAT'liorAl'e avec une Al'tape de post-optimisation (dAl'placement des
bornes des intervalles et changement de clusters pour les courbes) et englobAl'e dans une
mAT taheuristique de type VNS (Hansen et Mladenovic, 2001) qui tire profit de plusieurs
lancements de 1’algorithme avec des initialisations alAl' atoires diffAl'rentes.

L’algorithme d’optimisation rAl'sumAl ci-dessus a AI'tAl' Al'valuAl' dans de nombreux cas
de figures dans Boullé (2010) 0AzZ la vraie distribution sous-jacente est connue. Au final,
la mAT'thode est Ai la fois rAl'sistante au bruit et capable de dAl'tecter des motifs fins et
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complexes. Elle est en mesure d’approximer n’importe quelle distribution de donnAT'es, sous
condition d’avoir suffisamment d’instances dans I’ensemble d’apprentissage.

4 Clustering Hierarchique Ascendant

Alors que le modAlile obtenu par la mAT'thode dAT'taillAl'e dans la section 3 est optimal
selon le critAlre introduit par le thAT orAime 3.3, nous proposons ici une technique de post-
traitement qui vise Ai simplifier le clustering tout en minimisant la perte d’informations. Dans
un premier temps, 1’impact d’une fusion sur le critAlre est AltudiAl’, puis les propriAl'tAl's de
la mesure de dissimilaritAl' proposAl'e sont dAl'taillAl'es et enfin la mAl'thode de clustering
hiAl'rarchique ascendant est dATcrite. Notons que les paramAltres de modAT lisation utilisAl's
pour la construction du clustering initial et pour la fusion des clusters dans la mAl'thode
agglomATrative sont les mAtmes.

4.1 Le CoAzt de Fusion de deux Clusters

Soient M, o, et M., deux modAlles de clustering, le premier correspondant au modAfle
MAP avant fusion des clusters 1¢ et 2., le second au modAlle aprAfs fusion, contenant un
nouveau cluster yo = 1¢ U 2¢. Nous notons Ac(1¢,2¢) le coAzt de fusion de 1¢ et 2¢,
dATfini comme :

Ac(le,2¢) = c(My) — (Mg 20)

1l rATsulte du TheorAlme 3.3 que le modAlle de clustering M., est une explication moins
probable selon MODL du jeu de donnAl'es P que M lc,2¢ Suivant un facteur basAl' sur
Ac(le,2¢).

p(M’Yc‘P) = e_AC(lcQC)p(Mlc«,?c'P) (3)

Nous nous focalisons maintenant sur le comportement asymptotique de Ac(1¢, 2¢), ¢’est-
Ad-dire lorsque le nombre de points m du jeu de donnATl'es tend vers I’infini.

Theorem 4.1. La variation du critAlre est asymptotiquement Al'gale Ad une somme pondAl'rAl’e
de divergences de Kullback-Leibler des clusters 1¢ et 2¢ Ad Yo, estimAl'e sur la discrAl'tisation
bivariAle kx X ky.

Ac(1e,2¢) =mic Drr(lellve) + mae Drr(2¢||ve) + O(log(m.,.)) “)

La preuve complAlite n’est pas dATtaillAl'e ici pour des raisons de concision. Pour rAl sumer,
le calcul de Ac(1¢,2¢) Al'limine certains termes de prior (les deux premiAlres lignes de la
Formule 2) et borne les autres par O(log(m.,,)). Ensuite, en utilisant I’approximation de
Stirling log(m!) = m(log(m) — 1) + O(log(m)), la variation de la vraisemblance (les deux
derniAlres lignes de la Formule 2) peuvent Altre rAl' Al crites comme une somme pondAI'rAle
de divergences de Kullback-Leibler.

La variation du critAlre, liAl'e A la fusion de deux clusters, est basAl'e sur des divergences
de Kullback-Leibler. Cette mesure est non-symAT trique et caractAl'rise la diffAl'rence entre
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deux distributions (Cover et Thomas, 1991). Le principe du clustering hiAl'rarchique ascen-
dant est de fusionner successivement les clusters dans le but de construire un arbre appel Al
dendrogramme. Nous le construisons ici en utilisant la variation du critAire Ac. De part les
propriAI'tAl's de cette mesure de dissimilaritAl’, le dendrogramme que nous construisons est
AT quilibrAl'. En effet, Al'tant donnAl' que nous faisons un compromis entre la fusion de deux
clusters similairement distribuAl's et la fusion d’un petit cluster avec un gros lors de la classifi-
cation, nous obtenons des clusters de tailles comparables Ad chaque niveau hiAl'rarchique du
dendrogramme. Notons que lors du processus agglomAl'ratif, la meilleure fusion peut aussi
bien Altre effectuAle sur les clusters que sur les intervalles des variables X et Y. Ainsi, la
granularitAl' de la reprAl'sentation des courbes se dATI' gradera en mAtme temps que le nombre
de clusters diminuera.

5 ExpAlrimentations

Dans cette partie, les propriAl'tAl's de notre approche sont dans un premier temps illustrAl' es
en utilisant un jeu de donnAles artificiel. Ensuite la mAlI'thode est appliquAl'e Ad un jeu de
donnATes rAlel, puis les clusters sont fusionnAl's successivement et enfin des exemples
d’analyses exploratoires sont prAl'sentAl's.

5.1 ExpAPrimentations sur un jeu de donnAVes artificiel

Une variable 2 est Al'chantillonnAT e suivant une loi uniforme : Z ~ (-1, 1). Nous notons
€; un bruit blanc Gaussien : E ~ N(0,0.25). Soient les distributions suivantes :

— fitx=24¢e,,y=2+¢y

— forx =24, y=—2+¢y

— fsrx=z+¢e,,y=az+eyaveca € {—1,1}etp(a=—1) =pla=1)

— fa:rx=(0.754¢e5)cos(m(1+ 2)) , y = (0.75 + &) sin(n(1 + z))

@) f1 (®) f2 (© f3

FIG. 1: Distributions gAnAI'rAles alAl'atoirement

Un ensemble de 40 courbes (10 par distribution) est gAI'nAI'rAl’ en utilisant les distributions
prAl'cAl'demment dAl'finies. Un ensemble P de 10° points est Al'galement gAInAITAl.
Chaque point est un triplet de valeurs avec un identifiant de courbe choisi parmi les 40, une
valeur de x et de y gAI'nATl'rAle suivant la distribution correspondant A la courbe choisie.

Nous appliquons notre mAl'thode de clustering de donnAles fonctionnelles introduite en
Section 3 sur des sous-ensembles de P de tailles croissantes. L’ expAl'rience est renouvelAl'e
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10 fois pour chaque sous-ensemble de points rAl'-Al chantillonnAl' Ad chaque fois. Pour les
petits sous-ensembles (en-dessous de 400 points), il n’y pas suffisamment de donnAl'es pour
dAT couvrir des motifs significatifs, et notre mAI'thode produit un unique cluster contenant
toutes les courbes et un seul intervalle pour X et Y. A partir de 400 points, le nombre de clusters
et d’intervalles commence Ai croitre. Finalement pour 25 points par courbe en moyenne, ¢’est-
Ai-dire 1000 points au total, notre mAI'thode retrouve les motifs sous-jacents et gAl'nAlre 4
clusters de courbes qui correspondent aux distributions f, f2, f3 et fy.

Bien que la mAT'thode retrouve le vAl'ritable nombre de clusters, en-dessous de 2000 points,

les clusters peuvent ne pas Attre totalement purs et certaines courbes mal placAl'es. Dans nos
expAl'riences, pour 1000 points, en moyenne 2% des courbes sont mal placAl'es, alors qu’avec
2000 points, les courbes sont systAl'matiquement classAl'es dans le bon cluster.
Notons qu’en augmentant la taille du sous-ensemble de points au-delA# de 2000 points, le
nombre de motifs obtenu est constant et Al'gal Ad 4. A contrario, le nombre d’intervalles croit
avec le nombre de points. Ceci montre le bon comportement asymptotique de la mAl'thode : on
retrouve le bon nombre de motifs et la mATI'thode exploite la quantitAl croissante des donnATles
pour mieux approximer la forme des motifs.

Cette expAl'rience permet de mettre en Al'vidence une propriAl'tAl intAlressante : la
mAT thode ne nAl'cessite pas que la position des valeurs de la variable z soit la mAtme pour
toutes les courbes. De plus, au delAi d’un clustering de courbes, la mAl'thode s’applique
aux distributions. Ainsi il est possible de dAl'tecter des clusters de distributions multimodales
comme celles gAInAl'rAl'es par f3 et fy.

5.2 Analyse d’un jeu de donnAPes de consommation Allectrique

Le jeu de donnATles est un enregistrement de la consommation Al'lectrique d’un foyer
franAgais pendant un an (donnAl'es disponibles pour 349 jours) (Hébrail et al., 2010). Chaque
courbe est composAl'e de 144 mesures qui donnent la consommation Al lectrique journaliAire
enregistrAl'e toutes les 10 minutes. Il y a au total 50256 points de mesure et 3 variables :
la mesure temporelle X, la consommation Al'lectrique Y et I’identifiant de la journAl'e C.
L’ AT'tude a pour but de regrouper les jours ayant le mAtme profil de consommation AT lectrique.

La Grille Optimale. La grille optimale est dAT finie par 57 clusters, 7 intervalles sur X et 10
sur Y. Cela signifie que les 349 courbes ont AT'tAT classAl'es dans 57 clusters, chaque jour
a ATtAl discrAT'tisAl en 7 plages horaires et 10 plages de consommation Allectrique. Ce
rATl'sultat permet de dAl'terminer des profils caractAl'ristiques de jours, tels que les jours de
travail, les jours chAt mAl's ou encore les jours 0AZ personne n’est au domicile.

Les prototypes moyens, reprAl'sentAl's par des fonctions continues par morceaux, per-
mettent d’apprAl'cier la consommation moyenne par plage horaire. La probabilitAl' condition-
nelle des intervalles de consommation sachant les plages horaires est reprAl'sentAl'e par des
cellules grisAl'es, 0AzZ le niveau de gris modAl'lise la probabilitAl' conditionnelle associAl'e
Ai la cellule. La premiAire reprAlsentation a AItAT choisie pour simplifier I'interprAl’tation
des clusters de courbes, alors que la seconde permet de dATtecter des multimodalitAl's dans les
plages horaires.

Distributions multimodales. La Figure 2.(b) prAl'sente une multimodalitAl' pour la 3¢¢
plage horaire : le prototype est situAl entre deux cellules denses. Cela signifie que la plupart des
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FIG. 2: Deux exemples parmi les 57 clusters, les traits reprAl'sentent les prototypes et les
cellules grisAl'es les probabilitAl's conditionnelles. La Figure(a) reprAl'sente le plus gros
cluster, caractAlristique des jours oAz personne n’est Ai domicile : la consommation est quasi
constante et trAls basse. La Figure (b), qui reprAl'sente le second plus gros cluster, montre un
jour de travail avec une consommation basse pendant la nuit et les heures de bureau et avec des
pics de consommation le matin et le soir. Les Figure (c) et (d) sont les prototypes et les courbes
des clusters des Figures (a) et (b)

mesures de consommation Al'lectrique ont AI'tAT prises dans ces deux modalitAl's et rarement
dans Dintervalle dans lequel passe le prototype. Ceci est illustrAl’ par la Figure 2.(d). Notons
que la Figure 2.(a) prAl'sente une autre illustration de distribution multimodale pour laquelle les
points sont majoritaires dans la modalitAl' infAl'rieure. De maniAire gAI'nAl'rale, la mATI thode
AT'tend le clustering de courbes au clustering de distributions.

Fusion des clusters. Alors que le clustering le plus fin produit un clustering riche avec des
clusters caractAl'ristiques prAlcis, une Al'tude plus synthATtique et plus interprAltable de la
consommation Al'lectrique annuelle peut Altre souhaitable pour certaines applications. C’est
pourquoi des fusions successives ont AI'tAl' effectuAles et reprAl'sentAl'es sur la Figure 3
par un dendrogramme et une courbe de Pareto prAl'sentant le pourcentage d’information
conservAle en fonction du nombre de clusters.

Definition 5.1. Soir My le modAlle nul avec un cluster de courbes et un intervalle temporel
et de consommation. La grille de donnAl'es n’est composAl'e que d’une unique cellule. Ses
propriAl'tAl's sont dAl'taillAles dans Boullé (2008). Moy est le modAlle optimal selon le
critAlre optimisAl' dAL'fini dans le ThAI orAlme 3.3 et M), rAl'sultant des fusions successives
Jjusqu’Ad k clusters. Le pourcentage Ty, d’information conservAl'e pour k clusters est dAI'fini
par

c(My) — c(Mp)
C(MOPt) - C(M(D)

T —

Le dendrogramme est Al'quilibrAl et la courbe de Pareto est concave, ce qui permet de
diviser par trois le nombre de clusters en gardant 90% de 1’information initiale.

Des expAl'rimentations dAT'taillAl'es ont AtAl rAlalisAl'es Ai diffAl'rents niveaux de
hiATlrarchie. Ici nous Al'tudions le cas d’une grille de donnAl'es simplifiAl'e 0AZ 4 clusters
et 50% de I’information ont ATtAl' conservAl's. En affichant le calendrier avec diffAl'rentes
couleurs pour les 4 clusters, il est possible de mettre en Al'vidence une certaine saisonnalitAl



M. BoullAT et al.

(@ (b)

FIG. 3: Dendrogramme et courbe de Pareto de la quantitAl' d’information conservAle en
fonction du nombre de clusters.

comme I'illustre la Figure 4. En effet, la maniAlre dont les courbes ont AI'tAl' groupAl'es prAl-
sente un lien entre la mAT'tAT o et les tempAT ratures en France cette annAl'e 1A4. Deux clusters
caractAl'risent la saison estivale (de Juin Ad Septembre) 0AZ la consommation Al'lectrique est
plus basse. Le reste de I’annAT’e, les tempAl'ratures sont plus basses et donc la consommation
Allectrique plus importante. La pAl'riode de fin Avril Ai dAT'but Mai Al'tait particuliAlrement
chaude cette annAl'e 1A4, ce qui explique qu’elle ait A'tAT classAl'e avec les clusters estivaux.
De maniAlre intAT ressante, les clusters de la Figure 2.(a) oAz personne n’ Al tait au domicile
sont regroupAl’s avec les clusters d’ATtAT. On les retrouve du 23 FAI vrier au 2 Mars et du 29
Octobre au 3 Novembre.

January February June

23 11 18 25
12 19 26
13 20 27
14 21 28
15 22 29
16 23 30

17 241

25
19 26 10
20 27 11
2 5 12

14 20 Bl 13

July August September October November December
9 16 23 30 6 13 20 | 27 10 17 24
10 17 24 31 7 14 21 28 11 18 25
11 18 25 1 8 15 22 29 12 19 26

N W
© 0 =] B R b e

12 19 26 2 9 16 23 30 13 20
13 20 27 3 10 17 24 31 14 21
14 21 28 4 11 18 25 1 15 22
815 22 29 5 12 19 26 2 16 23

FIG. 4: Calendrier de I’annAl'e 2007. Chaque ligne reprAl'sente un jour de la semaine. Ily a 4
couleurs (une par cluster), les jours blancs correspondent aux donnAl'es manquantes.

6 Conclusion

Dans cet article, nous nous sommes concentrAl's sur I’analyse exploratoire de donnAl'es
fonctionnelles, et plus particuliAfrement de clustering de courbes. La mATl'thode proposAl'e
ne considAlre pas un ensemble de courbes mais de points dAlcrits par trois variables, deux
continues, la position du point et une catAl gorielle, 1’identifiant de la courbe. En groupant les
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courbes et en discrAl'tisant les variables continues en sAl'lectionnant le meilleur modAlle selon
une approche MAP, la mAT'thode se comporte comme un estimateur non paramAl'trique de
densitAl jointe A la fois des courbes et des coordonnAl'es des points. Dans le cas de donnAl'es
volumineuses, le meilleur modAlle tend Ad Attre trop prAlcis pour en faire une interprAl'tation
simple. Pour Al'viter ce problAfme, un post-traitement est proposAl’. Cette technique a pour but
de fusionner successivement les clusters jusqu’Ad obtenir un clustering simplifiAl' en perdant
le moins de prAT cision possible. Ce processus est Al'quivalent Ad un clustering hiAl'rarchique
ascendant dont la mesure de dissimilaritAl' serait la variation du critAire, qui correspond
Ai une somme pondATI'rAle de divergences de Kullback-Leibler des clusters fusionnAl's au
cluster gAI'nATI'rAl'. Des expAlrimentations ont A'tAl' menAl'es sur un jeu de donnAl'es
rAlel, la consommation Al'lectrique annuelle d’un foyer. D’un cAt'tAl, le clustering le plus
fin met en Al'vidence des phAl nomAlnes intAl'ressants tels des distributions multimodales
pour certaines plages horaires. Quant au post-traitement, un dendrogramme Al'quilibrAl et
une courbe de Pareto concave soulignent la possibilitAl' de simplifier le modAlle le plus fin
en perdant un minimum d’information, et ainsi d’obtenir un clustering plus interprAl'table.
Au-delAi du clustering de courbes, la mAl'thode proposAle est capable de gAI'nAlrer un
clustering de distributions. Dans de prochains travaux, il est prAl'vu d’ Al'tendre la mAl'thode
aux distributions multidimensionnelles en considAl'rant plus de deux dimensions.
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Summary

In this paper, we deal with the problem of curves clustering. We propose a nonparametric method
which partitions the curves into clusters and discretizes the dimensions of the curve points into intervals.
The cross-product of these partitions forms a data-grid which is obtained using a Bayesian model selection
approach while making no assumption regarding the curves. Finally, a post-processing technique, aiming
at reducing the number of clusters in order to improve the interpretability of the clustering, is proposed. It
consists in optimally merging the clusters step by step, which corresponds to an agglomerative hierarchical
classification whose dissimilarity measure is the variation of the criterion. Interestingly this measure is
none other than the sum of the Kullback-Leibler divergences between clusters distributions before and
after the merges. The practical interest of the approach for functional data exploratory analysis is presented
on an artificial and a real world dataset.



