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i 2500l Motivations

m intérét des outils de visualisation

- tres efficaces en dimension 2

+ corrects en dimension 3

+ utilisables en dimensions 4 ou 5 (aprés un apprentissage)
m limites

+ dilemme lisibilité versus nombre de variables (et d’objets)

+ liens entre variables difficiles a comprendre

+ liens entre objets difficiles a comprendre
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i 2500l Motivations

m intérét des outils de visualisation
- tres efficaces en dimension 2
+ corrects en dimension 3
+ utilisables en dimensions 4 ou 5 (aprés un apprentissage)
m limites
+ dilemme lisibilité versus nombre de variables (et d’objets)
+ liens entre variables difficiles a comprendre
+ liens entre objets difficiles a comprendre
m solution

+ réduire automatiguement la dimension des données
- en enlevant des variables
* ou en calculant de nouvelles coordonnées
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i ZE00l Placement

m formulation du probléme :
+ données (Xi)1<i<n dans un espace X
- placement (Y;)1<i<n dans R? avec Q petit (2 ou 3)
+ a chaque objet X; est associé un vecteur en basse
dimension Y;
+ probleme : bien choisir les Y;
m deux sources de variabilité dans les solutions
* représentation initiale (nature) des X;
- critére de choix des Y;
m questions additionnelles
* lien entre les X; etles Y;
+ contréle de la qualité du placement
* interprétation




28000 Données vectorielles

m X est une matrice N x P
+ N objets
+ P variables numériques
m Critere d’approximation

- Y est de dimension Q < P : on considére les Y; comme
des éléments d’un sous-espace vectoriel de R”
- critére possible : qualité quadratique

1 & 2
N2 X =il
i=1

- attention : les Y; sont décrits dans une base adaptée
- probleme d’optimisation : choisir les meilleurs Y; sous une
contrainte de rang
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25000 Données dissimilarités

m les X sont décrits seulement par une dissimilarité entre les
objets, dx(Xi, X))
m Critéres d’approximation
* les Ysontdans RP : d(VY;, Y;) = ||Yi — Y]]l
+ essayer d'avoir d(Y;, ;) ~ dx(X;, X;) : principe de
préservation des distances
* critére générique

N N
1
e D 22X X) = ¥i = V1P (e ). 1% = ¥
i=1 j=1

- le rble de F est de limiter l'influence des grandes distances
(par exemple)
+ d’autres variantes existent
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=3 {ii | Analyse en composantes principales

= méthode de placement pour données numériques inventée
par Pearson (1901)
m approche par projection linéaire
m idée sous-jacente (modéle factoriel)
* processus génératif
X=YW
+ W est une matrice Q x P orthogonale WWT = |

Y est une représentation de dimension Q
* but de I'analyse factorielle : retrouver W et Y
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a0 Projection linéaire

m soit un systeme orthonorme (¢;)1<j<q de RP, la projection
d’'un X; sur le sous-e. v. associé est

Q
P(X) =) (X))o
j=1
m erreur de projection
1N Q 2
N2 X = Do (Xieye]
i=1 j=1

m meilleure projection : optimisation sur (¢;)1<j<q
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&5l Resolution

m on suppose les données centrées : YN . X; =0
m on note ¢ la matrice des ¢; (en colonnes)
m |'erreur de projection devient

13-

® minimiser I'erreur revient a résoudre

maximiser & Tr(X®dTXT)
avec ¢To =

m solution (admise) : les ¢; sont les vecteurs propres de
%,X T X associés aux P plus grandes valeurs propres
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m 58 AcP

on a donc

X~YW

avec W =0T et Y = X0
les colonnes de @ sont les axes principaux de 'ACP
les colonnes de Y sont les composantes principales

la variance de Y est )/, la i-éme valeur propre de %,XTX
placement :

+ on conserve les deux premiers axes
- on affiche les deux premiéres composantes

TELECOM
ParisTech

=t i |




i #8000 Conservation de la variance

m autre vison de 'ACP : chercher une direction “intéressante”
dans les données

m intéressant : avec une forte variabilité

m analyse similaire a la précédente :
+ axe de projection ¢, projection X¢
* variance de la projection 1NX »oT XT (données centrées)
- maximisation de la variance = méme probléme que
précédemment !

m les axes principaux sont donc des axes de variance
maximale

TELECOM
ParisTech

=t i |




5 T Exemples

m données verre :
- 213 observations sur 10 variables
- 9 variables numériques : pas de prise en compte de la
variable nominale
m données iris :

+ 150 observations sur 5 variables
+ 4 variables numériques (et une nominale)

m centrage et réduction :

- centrage : obligatoire
* réduction : au choix de I'analyste
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2310 Données verre
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2310 Données verre

non normalisé
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23100 Données Iris
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23100 Données Iris

non normalisé
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a0 Analyse du placement

m 'ACP est une projection linéaire
m les distances sont donc réduites :

- si deux points sont proches dans R ils seront toujours
proches dans R? par ACP

+ mais deux points proches dans le placement ACP ne sont
pas nécessairement proches dans I'espace d’origine

m les séparations sont “exactes”
m les regroupements peuvent étre trompeurs
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i %80 Qualité de 'approximation

m Erreur de reconstruction

1 Tyy | TyT
NTXTX) — G TH(X@0TXT)

| or

- LTH(XTX) =37, A\ est la somme des variances des
variables o
© A T(XOOTXT) = LTr(@TXXTd) = 317, N
m Qualité : pourcentage de la variance expliquée

PR
PPV
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i % 8 198 Représentation graphique
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i % 89l Représentation graphique
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Lapproximation est bien meilleure pour les données Iris en
deux dimensions.
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a0 Interprétation des axes

m aide a l'interprétation :
- quel sens accorder aux axes principaux ?
+ lien entre les axes et les variables d’origine

m on considére la corrélation entre X; et Yy :
+ comme les variables sont centrées, la covariance de X ; et

Y_k est 1N(XT Y)jk
* la corrélation entre X; et Y, est donc
VAkPjk
U/‘ ’
ou o; est I'écart-type de X
m on peut dessiner les variables réduites : cercle des
corrélations
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23100 Données Iris
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23100 Données Iris
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i % 898 Données glass
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i % 898 Données glass
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B0 Limites de 'ACP

m pas de prise en compte des dépendances non linéaires

m s’appuie sur les corrélations : pas de corrélation, pas de
simplification !

m projection linéaire : écrase les données

m ne préserve pas les distances
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B0 Limites de 'ACP

pas de prise en compte des dépendances non linéaires
s’appuie sur les corrélations : pas de corrélation, pas de
simplification !

projection linéaire : écrase les données

ne préserve pas les distances
autres solutions :

- méthodes de placement non linéaire : pas de lien linéaire
entre XetY

+ optimisation d’'une mesure de préservation des distances
(dissimilarités)
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i % 890 Multi Dimensional Scaling

m famille des algorithmes de Multi Dimensional Scaling
m méthode de Kruskal-Shepard : minimiser

S (d0a,x) — llyi - yil)?
i#]

m méthode de Sammon : minimiser

2
Z (d(Xi7 X)) — yi — yj”)

ce qui favorise les petites distances
® nombreuses autres variantes
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23100 Données Iris

ACP normalisée
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23100 Données Iris
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i % 898 Données glass

ACP normalisée
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2l Données glass
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a0 Avantages et limites

m classe de méthodes plus souples :

« transformations non linéaires (arbitraires)
- dissimilarités arbitraires
* le critéere générique

> (e (xi, %) — lyi = yill)F(ce (i, %), [y = y3l)
i

permet de favoriser certains aspects des données
m interprétation plus difficile que I'ACP :

+ pas d’axes (transformation arbitraire)
+ pas de régle simple pour éviter les erreurs d’interprétation
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i 8 Préserver la structure de voisinage

m Idée : pour permettre une analyse visuelle du résultat de la
projection, il faut préserver la structure de voisinage
m Quality measures (Venna & Kaski, 2001 — 2007) :

+ Confiance (Trustworthiness) : les voisins projetés sont des
voisins réels

+ Continuité : les voisins réels sont des voisins projetés
+ Précision ~ Confiance
- Rappel ~ Continuité

m Méthodes indirectes d’optimisation

+ Stochastic Neighbor Embedding (Hinton & Roweis, 2002)
+ Neighbor Retrieval Visualizer (Venna & Kaski, 2006)




% 8 7l Préservation des voisinages
Espace d’origine = espace de projection
5]
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e
(@)

© O
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% 8 7l Préservation des voisinages

Espace d’origine = espace de projection

Bonnes projections
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% 8 7l Préservation des voisinages

Espace d’origine = espace de projection

Rupture de confiance
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% 8 7l Préservation des voisinages

Espace d’origine = espace de projection

Rupture de continuité
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&2 Confiance et précision

Peut-on faire confiance aux voisins observées ?
B Ok(x;) : k-nn de x; dans I'espace d’origine
®m Py(x;) : k-nn de x; dans I'espace de projection
m Uk(xi) = Pi(xi) \ Ok(xi)

m Précision
* précision maximale : Px(x;) C Ok(X;)
, # Uk (x;)
* moyenne suride 1 —
y #P(x)

m Confiance
« préservation des rangs : r(x;, x;) rang de x; comme voisin
de x; dans I'espace d’ origine

" Mik) =1 - RN - 3k—1 Z > (%)~ k)

i=1 x;€ Uk (xi)
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%2 Confiance et précision

m Contribution a la précision : 0.5
m Contribution a la confiance : 9
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2T Continuité et rappel

Manque-t-on des voisins réels ?
m Ok(x;) : k-nn of x; dans 'espace d’origine
m Py(x;) : k-nn of x; dans I'espace de projection
m Vi(xi) = Ok(xi) \ Pr(xi)

m Rappel
+ Rappel maximal : Ok(x;) C Pk(X;)
- # Vi(xi)
* moyenne suride 1 —
y #04(x)

m Continuité
- préservation des rangs : r”(x;, x;) rang de x; comme voisin
de x; dans I'espace de projection

'MZ(k):1_Nk(2N 3k —1) Z 2, (lg.x) —k)

i=1 x;,€ Vk(x;)
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i % 890 Continuité et rappel

m Contribution au rappel : 0.5
m Contribution a la continuité : 8

X Préservation des (dis)similarités wHIT



i % 8 1l Stochastic Neighbor Embedding

Approximation de la “distribution des voisins” (Hinton & Roweis,
2002)
exp(—df)

m Espace d'origine : p;j = Zk;ﬁ exp(—02)
j ik

(dj dissimilarité

entre x; et x;)
m x; est projeté en y;
exp(—ly; — ylI?)
Dk EXP(=11Yi = Yill?)
m Minimisation de la divergence de Kullback-Leibler entre p;.

etqg,ie.,
C=3Y pjlog?
i 9i

m Correspond & une version continue du rappel (Venna &
Kaski, 2006)

m Espace de projection : g; =
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23100 Données Iris

ACP normalisée

o
o
~ 0°
oo
o ©00 o &
09 °o
o
] ©°e @ of $ °
09 <)
0 0@ ° oo o 4
o oeeooo & oooo
o
O o~ g, © °°<$ész, °<:D o o
o
° 0% 8°%04 o gO o° °
[ ) o L)
T =% ©o0°
0o ©
~ ° o] o
! °
o o°
T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
PC1



23100 Données Iris
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i % 898 Données glass

ACP normalisée
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i % 898 Données glass
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i % 8 178 Neighbor Retrieval Visualizer

Optimisation de versions continue de la précision et du rappel
(Venna & Kaski, 2006)

m inspiré de stochastic neighbor embedding (SNE)
® minimisation de

AZZp,,Iogp” ZZq,,Iogq”

m )\ =1 (SNE) = rappel

m )\ = 0 = précision

m ) choisi par l'utilisateur

m lent (O(N?) par itération pour N objets, comme SNE)
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23100 Données Iris
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23100 Données Iris
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23100 Données Iris
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23000 Données Iris
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i % 898 Données glass
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i % 898 Données glass
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i % 898 Données glass
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