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Apprentissage statistique
Apprentissage statistique =
Apprentissage automatique + statistique

Apprentissage automatique :
1. observations d’'un phénoméne
2. construction d’'un modéle de ce phénomeéne
3. prévisions et analyse du phénoméne grace au modéle

... le tout automatiquement (sans intervention humaine)

Statistique :
» formalisation du processus
» garanties sur sa qualité
» éventuellement suggestion de nouvelles techniques
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Apprentissage automatique

» observations d’un phénoméne = des données z; € Z
» deux grandes catégories de données :
1. cas non supervisé :

» pas de structure interne a z
» modélisation de la distribution de z, recherche de classes
homogeénes, de régles d’association, etc.
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Apprentissage automatique

» observations d’un phénoméne = des données z; € Z
» deux grandes catégories de données :
1. cas non supervisé :
» pas de structure interne a z
» modélisation de la distribution de z, recherche de classes
homogeénes, de régles d’association, etc.
2. cas supervisé
»z=(X,y) e X xY
» modélisation du lien entre x ety
> ... pour faire des prévisions : connaissant x, on prédit y
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Apprentissage supervisé

» la difficulté dépend de la nature de )
» Y = RR9: régression (multiple) de y en x
» Y ={1,...,q} : discrimination en q classes
» Y ={-1,1} : discrimination en 2 classes
» ne pas en faire trop : inutile de modéliser la distribution de
(x,y) pour de la discrimination

» remarque : classification (en anglais) # classification (en
francais)
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k plus proches voisins

» algorithme simple, relativement efficace, avec de bonnes
propriétés théoriques
» données :
» nobservations D, = (X;,y:)7,, yi € {-1,1}
» X est muni d'une distance d
» un parameétre k entier strictement positif
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k plus proches voisins
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algorithme simple, relativement efficace, avec de bonnes
propriétés théoriques
données :
» nobservations D, = (X;,y:)7,, yi € {-1,1}
» X est muni d’'une distance d
» un parametre k entier strictement positif
algorithme pour une nouvelle observation x

» calcul des d(x, x;)

» tri par ordre croissant, (j;)i_;, d(x,x;) < d(X,x;.,)

» prédiction y pour X : la valeur majoritaire dans les k valeurs
Yiir- o Vi

» remarque : il faut éliminer les ambiguités (les cas
d(x,x;) = d(x, Xx) pour k # i)

applicable aussi pour g classes et pour ) = RY
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Exemple
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Exemple
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Remarques

» petite valeur de k :

» décision locale
» «colle » aux données
» modele « complexe » (irrégulier)
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Remarques

» petite valeur de k :

» décision locale

» «colle » aux données

» modele « complexe » (irrégulier)
» grande valeur de k :

» décision plus globale
» colle moins aux données
» modele plus simple

» comment choisir k ?
» quelles garanties sur la qualité du modele ?

Lapprentissage statistique cherche a donner des réponses a
ce type de questions
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Perceptrons multi-couches

» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_ o o(x) = 0 et limy_ o(x) = 1
» par exemple : o(x) =1/(1+ e7¥)
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Perceptrons multi-couches

» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_ o o(x) = 0 et limy_ o(x) = 1

» par exemple : o(x) =1/(1 + e7¥)

» perceptrons a k neurones « cachés » :

k
G(k) = {Q(X) = cio((a, ) + b)) + Co}
=1
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Perceptrons multi-couches

» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_ o o(x) = 0 et limy_ o(x) = 1

» par exemple : o(x) =1/(1 + e7¥)

» perceptrons a k neurones « cachés » :

g( { ZC/ an +bl)+CO}

» choix du modele en régression Y =R :
» moindres carrés g; = arg Mingeg(y > i1 (Vi — a(x))?
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Perceptrons multi-couches
» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_ o o(x) = 0 et limy_ o(x) = 1
» par exemple : o(x) =1/(1+ e7¥)
» perceptrons a k neurones « cachés » :

g( { ZC/ an +bl)+CO}

» choix du modele en régression Y =R :

» moindres carrés g; = arg Mingeg(y > i1 (Vi — g(x;))?
» choix de k : ensemble d/e validation )
k* =argmini<k<k 701 (Vi — Gk (%))
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Perceptrons multi-couches
» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_ o o(x) = 0 et limy_ o(x) = 1
» par exemple : o(x) =1/(1+ e7¥)
» perceptrons a k neurones « cachés » :

g( { ZC/ an +bl)+CO}

» choix du modele en régression Y =R :
» moindres carrés g; = arg Mingeg(y > i1 (Vi — g(x,-))2
» choix de k : ensemble d/e validation )
Kk* =argminj<x<k Zln n+1 (yi— QZ(X/))
» régularisation (we/ght decay) :

1
g\ =arg mglpk)fZ( - g(x))) +AZ cf + bf + ||aill?)
i=1
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» discrimination & 2 classes Y = {0,1} :
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Perceptrons multi-couches

» discrimination & 2 classes Y = {0,1} :
» perceptrons a valeurs dans [0, 1] :

G(k) = { =T <ZC,0’( a;, x) + b;) +Co>}

avec 7 de R dans [0, 1]
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Perceptrons multi-couches

» discrimination & 2 classes Y = {0,1} :
» perceptrons a valeurs dans [0, 1] :

G(k) = { =T <ZC,0’( a;, x) + b;) +Co>}

avec 7 de R dans [0, 1]
» maximum de vraisemblance : [T, g(x;)Y'(1 — g(x;))' ¥
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Perceptrons multi-couches

» discrimination & 2 classes Y = {0,1} :
» perceptrons a valeurs dans [0, 1] :

G(k) = { —T<ZC,0'(3,, +b,)+co>}

avec 7 de R dans [0, 1]
» maximum de vraisemblance : [T, g(x;)Y'(1 — g(x;))' ¥
» quadratique en régression : maximum de vraisemblance
pour un bruit gaussien
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Perceptrons multi-couches

» discrimination & 2 classes Y = {0,1} :
» perceptrons a valeurs dans [0, 1] :

G(k) = { —T<ZC,U(3,, +b,)+co)}

avec 7 de R dans [0, 1]

» maximum de vraisemblance : [T, g(x;)Y'(1 — g(x;))' ¥

» quadratique en régression : maximum de vraisemblance
pour un bruit gaussien

» aspects algorithmiques (généraux) :

» probléme optimisation complexe (non quadratique)

» descente de gradient

» calcul efficace du gradient par rétro-propagation (codt
linéaire par rapport au nombre de parametres du modéle)

Fabrice Rossi
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Machines a vecteurs de support

> noyau :
» Kde X x X — R
» K symeétrique
> K positive : 3 Y aja K(xi, X;) > 0
lIx;—x;11?

» exemple K(x;,X;) = e 22
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Machines a vecteurs de support

> noyau :
» Kde X x X — R
» K symétrique
» K positive : Y7 Z/'.’ ajoK(Xj,X;) > 0

lIx;—x;112

» exemple K(x;,X;) = e 22
» modéle choisi dans D,

Oxyooxn = {Q(X) = ZOMK(X/,X)}
e
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Machines a vecteurs de support

> noyau :
» Kde X x X — R
» K symétrique
> K positive : 377 377 aja;K(x;, %)) > 0

lIx;—x;112

» exemple K(x;,X;) = e 22
» modéle choisi dans D,

Oxyooxn = {Q(X) = ZaiK(X/‘,X)}
e

» en discrimination & deux classes Y = {—1,1} :

1 n n
= D max (0, —yi(g(xi) + b)) + A Y aieyK(%;, X;)
e

g = arg
g i

min
€9%q,..., xn,bER
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Machines a vecteurs de support

» en fait, K engendre un espace de Hilbert a noyau
reproduisant, H, complété de

{ Za, (x;, X peNa,eRx,eé\f}

muni du produit scalaire

p m p m
<ZaiK(xi7')azﬁiK(x;a')> :ZZO‘I/B] xlv ]
i=1 i=1

i=1 j=1
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Machines a vecteurs de support

» en fait, K engendre un espace de Hilbert a noyau
reproduisant, H, complété de

p
H = {g(x) = Za,-K(x,-,x); peNa eR X € X}
i=1

muni du produit scalaire

p m
<Z aiK(X/,.),Zﬁ,’K(X;,.)> = Z OziﬂjK(X,',X],-)
i=1 i=1 i L

i=1 j=1

» le choix de g est basé sur
» le hinge loss, c(u, v) = max(0, —uv) : majoration continue
de {signe(u)-v}
» un terme de régularisation ||g||5,

Fabrice Rossi 17/123
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Machines a vecteurs de support

Aspects algorithmiques
résoudre

. 1 & 2
min 3" max (0, ~yi(g(x) + b)) + Mgl

9EGXy,...xn» P
revient & résoudre (pour C = 1/(\n))
N
QGH,énglilQ",beR gl +C ; Si
avecyi(g(x;)+b)>1—-¢et& >0
qui est équivalent a

n n n
e S e te)
=

i=1 j=1

n
avec » ay;i=0,0<0;<C
i—

Fabrice Rossi 18/123
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Boosting

ldée de base :
» s’appuyer sur des modeéles trés simples choisis dans C
» les combiner linéairement, c.-a-d. choisir dans

k
g= {Q(X) => cfi(x); keN,feC,c GR}

i=1
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Boosting

ldée de base :
» s’appuyer sur des modeéles trés simples choisis dans C
» les combiner linéairement, c.-a-d. choisir dans

k
g= {Q(X) => cfi(x); keN,feC,c GR}

i=1

» en pratique, de facon itérative :
» partirde go = fy
» choisir g; = g:_1 + ¢;f; en optimisant un critére d’erreur par
rapport a ¢; et f;

Fabrice Rossi 19/123
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Ada Boost
Freund et Schapire, 1995

» discrimination a deux classes

» f; est choisie de sorte a minimiser une erreur de
classement pondérée Li(f) = Y"1 Di(i)Lisigne(r(x;))y:}
1 1—Ls(f;
> o= é'”< Lt(tff)[))
» Dy(i)=1/net
, D (i) exp(—cey;fi(X;
Dt+1 (I) _ t( ) p(N tYi f( l))
t
> gr = signe (ZtT:1 tht>
» en fait, Ada Boost cherche a optimiser g = signe(h) par

rapport a

> exp(-yih(xy)

i=1

Fabrice Rossi 20/128
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Boosting régularisé

» méme idée générale, mais on travaille dans I'enveloppe
convexe de C

k k
G= {g(x) =Y cfi(x) keN,fieC,cel0,1,) ¢ = 1}
i=1 i

» g est choisi par minimisation de >°7_; #(—Ay;9(x;)) :
» ¢ est une fonction convexe comme par exemple exp
» )\ est un paramétre de régularisation

Fabrice Rossi 21/128
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Boosting régularisé

» méme idée générale, mais on travaille dans I'enveloppe
convexe de C

k k
G= {g(x) =Y cfi(x) keN,fieC,cel0,1,) ¢ = 1}
i=1 i

» g est choisi par minimisation de >°7_; #(—Ay;9(x;)) :
» ¢ est une fonction convexe comme par exemple exp
» )\ est un paramétre de régularisation
» optimisation itérative :
» choisir g; = f; dans C
» choisir f; et ¢; par optimisation de g = (1 — ¢;)gr_1 + ¢f; par
rapporta 327, (= Ayig(xy))
> 9r=(1-¢C)gi-1 + Cif;
» en général, cette approche converge (Zhang, 2003)
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Marge en discrimination

» en discrimination a deux classes, le but devrait étre d’éviter
les erreurs : minimisation de >/ ; Lisigne(g(x;))2y,} Pause

» mais souvent, on travaille sur ¢(—y;g(X;)) ou y;g(x;) est la
marge du classifieur :

» plus y;g(x;) est grand, moins g est sensible a une erreur
sur X;
» plus y;g(x;) est petit, plus g se trompe sur x;

Fabrice Rossi 22/128


http://apiacoa.org/

Marge en discrimination

» en discrimination a deux classes, le but devrait étre d’éviter
les erreurs : minimisation de >/ ; Lisigne(g(x;))2y,} Pause

» mais souvent, on travaille sur ¢(—y;g(X;)) ou y;g(x;) est la
marge du classifieur :

» plus y;g(x;) est grand, moins g est sensible a une erreur
sur X;
» plus y;g(x;) est petit, plus g se trompe sur x;
» cas linéaire :
» gxX)=(w,x)+b

i 51 —0 - Kwx)+b|
» distance de x a I'hyperplan g(x) =0 : (AT
> distance orientée : Y{WX)b)
(w,w)
» sion normalise /(w, w) = 1, la distance est yg(x) (la

marge)

Fabrice Rossi 22/128
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Marge maximale
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de choix possibles
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Marge maximale

» Données linéairement
u séparables : une infinité
de choix possibles

» Données proches du

EE séparateur : petite
m T « marge » = faible
e o robustesse
Y ®
o ®
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Marge maximale

*s » Données linéairement
séparables : une infinité
de choix possibles

» Données proches du
séparateur : petite
« marge » = faible
robustesse

» Un critére de choix

possible : maximiser la
marge
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Marge maximale

» Données linéairement
séparables : une infinité
de choix possibles

» Données proches du
séparateur : petite
« marge » = faible
robustesse

» Un critére de choix

possible : maximiser la
marge

» Machine a vecteurs de
support

Fabrice Rossi 23/128
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Marge maximale et MVS

» marge globale : min; W”Z—\/;'_ngb)
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Marge maximale et MVS

» marge globale : min; Y:({#-Xi)+b)
(w,w)
» cas linéairement séparable :
» normalisation par min; y;({(w, x;) + b) > 0 (linéairement
séparable)
. . . ~ . . 1
» maximiser la marge revient alors & maximiser V() et

donc a minimiser (w, w) (sous contrainte
yi({w,Xx;) + b) > 1 pour tout /)

Fabrice Rossi 24/123
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Marge maximale et MVS

» marge globale : min; Y:({#-Xi)+b)
(w,w)
» cas linéairement séparable :
» normalisation par min; y;({(w, x;) + b) > 0 (linéairement
séparable)
. . . ~ . . 1
» maximiser la marge revient alors & maximiser V() et

donc a minimiser (w, w) (sous contrainte
yi({w,Xx;) + b) > 1 pour tout /)
» cas général :
> Yi((w, xi) + b) =21 —¢& (& = 0)
» minimiser (w, w) + C >, ¢ (compromis entre la marge et
les erreurs)

Fabrice Rossi 24/123
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Plan

Théorie de I'apprentissage
Formalisation
Construction d’'un modéle
Pas de repas gratuit
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Les données

Cas supervisé

» phénomeéne : couple de variables aléatoires
Z=(X,Y)eXxX x)Y
» Z = (X,Y) distribué selon P inconnue
» nobservations :
» Dp = (X, Vi),
» ncopies indépendantes de (X, Y)
» chaque copie est distribuée selon P
» but : construire une fonction g de X dans Y pour prédire Y
a partir de X

> gn : un modeéle construit & partir de D,

Fabrice Rossi 26/123
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Qualité d’'un modéle

» bon modéle : y ~ g(x)
» colit d’'une prédiction, c: Y x Y — RT

Fabrice Rossi

risque d’un modele

L(g) = E{c(g(X), Y)},

espérance du co(t par rapport a P
risque optimal
L= igf L(g)

but : construire g, de sorte que L(g,) soit proche de L*
(asymptotiquement)

remarque : L(gn) = E {c(gn(X), Y) | Dn}

27/123
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Consistances

» algorithme d’apprentissage : méthode qui a une suite
d’observations (X;, Y;);>1 associe une suite de modeles
(gi)i>1 telle que g, ne dépend que de D, = (X, Y))iL;
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Consistances

» algorithme d’apprentissage : méthode qui a une suite
d’observations (X;, Y;)i>1 associe une suite de modeles
(gi)i>1 telle que g, ne dépend que de D, = (X, Y))iL;

» on cherche des résultats universels c.-a-d. indépendants
delaloi Pde (X,Y):

» consistance universelle : pour tout couple (X, Y),
iMoo E{L(gn)} = L*
» consistance universelle forte : pour tout couple (X, Y),
L(gn) == L*
» Probably Approximately Optimal : Ve, d, 3n(e, 0) tel que
vn > n(e, d)
P{L(gn) >L" +e} <4

Fabrice Rossi 28/1283
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Consistances

» algorithme d’apprentissage : méthode qui a une suite
d’observations (X;, Y;)i>1 associe une suite de modeles
(gi)i>1 telle que g, ne dépend que de D, = (X, Y))iL;

» on cherche des résultats universels c.-a-d. indépendants
delaloi Pde (X,Y):

» consistance universelle : pour tout couple (X, Y),
iMoo E{L(gn)} = L*
» consistance universelle forte : pour tout couple (X, Y),
L(gn) == L*
» Probably Approximately Optimal : Ve, d, 3n(e, 0) tel que
vn > n(e, d)
P{L(gn) >L" +e} <4

» remarque : si ¢ est bornée, lim,_... E{L(gn)} = L* &
P«
L(gn) — L

Fabrice Rossi 28/1283
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Fonctions de co(t

Les fonctions de colt dépendent de la nature du probléme
» régression () = RY) :
» en général, colit quadratique ¢c(g(x),y) = ||g(x) — y||2
» modele optimal n(x) = E{Y | X =x}
» d’autres solutions sont utilisées

Fabrice Rossi 29/1283
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Fonctions de co(t

Les fonctions de colt dépendent de la nature du probléme
» régression () = RY) :
» en général, colit quadratique ¢c(g(x),y) = ||g(x) — y||2
» modele optimal n(x) = E{Y | X =x}
» d’autres solutions sont utilisées
» discrimination (¥ = {1,...,9}):

> colt 0/1, c(g(x),y) = H{g(x)géy}

» risque : probabilité de mauvais classement

» modéle optimal (classifieur de Bayes) :
> probabilités a posteriori : P{Y =i | X = x}
» prédiction optimale : classe la plus probable
> risque correspondant : risque de Bayes

Fabrice Rossi 29/123
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Fonctions de co(t

Les fonctions de colt dépendent de la nature du probléme
» régression (Y = RY) :
» en général, colit quadratique ¢c(g(x),y) = ||g(x) — y||2
» modele optimal n(x) = E{Y | X =x}
» d’autres solutions sont utilisées
» discrimination (¥ = {1,...,9}):
» colt 0/1 , C(g(X), y) = H{g(xﬁéy}
» risque : probabilité de mauvais classement
» modéle optimal (classifieur de Bayes) :
> probabilités a posteriori : P{Y =i | X = x}
» prédiction optimale : classe la plus probable
> risque correspondant : risque de Bayes

P est inconnue : impossible de construire le modele optimal

Fabrice Rossi
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Construction d’'un modéle

» méthode générique :
1. choix d’'une classe de modeles G = {g : X — Y}
2. choix de g, dans G par optimisation d’un critére

» G peut dépendre de n ou méme de D,

Fabrice Ross
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Construction d’'un modéle

» méthode générique :
1. choix d’'une classe de modeles G = {g : X — Y}
2. choix de g, dans G par optimisation d’un critére

» G peut dépendre de n ou méme de D,

» exemples :
» régression linéaire (X Hilbert, Y = R)
> G={Xx— (w,X)}
» minimisation du critére des moindres carrés
wn = argming 37 (yi — (w, xi))?
» discrimination linéaire (X Hilbert, Y = {1,...,c})
> G = {x— argmaxx(Wx)}
» maximisation du rapport entre la variance inter classes et la
variance intra classes (Fisher)

Fabrice Rossi 30/123
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Construction d’'un modéle

» méthode générique :
1. choix d’'une classe de modeles G = {g : X — Y}
2. choix de g, dans G par optimisation d’un critére

» G peut dépendre de n ou méme de D,

» exemples :
» régression linéaire (X Hilbert, Y = R)
> G={Xx— (w,X)}
> minimisation du critére des moindres carrés
wn = argminy Y7, (yi — (w, X,->)2
» discrimination linéaire (X Hilbert, Y = {1,...,c})
> G = {x— argmaxx(Wx)}
» maximisation du rapport entre la variance inter classes et la
variance intra classes (Fisher)
» mais aussi des méthodes ad hoc :
» plus proches voisins
» arbres
> noyaux

Fabrice Rossi 30/123
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Critére a optimiser

» idéalement, on aimerait choisir g, a partir de L(g,) mais
comme P est inconnue, c’est impossible

Fabrice Rossi 31/128
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Critére a optimiser

» idéalement, on aimerait choisir g, a partir de L(g,) mais
comme P est inconnue, c’est impossible

» une solution possible, le risque empirique : moyenne du
codlt sur les données

n

La(g) = -3~ o(g(X), %)

i=1

» pour g fixé, limy_ Ln(g) = L(g) (loi des grands nombres)
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Critére a optimiser

» idéalement, on aimerait choisir g, a partir de L(g,) mais
comme P est inconnue, c’est impossible

une solution possible, le risque empirique : moyenne du
codlt sur les données

v

n

1
La(g) = > _ c(g(X), Yi)
i=1
» pour g fixé, limy_ Ln(g) = L(g) (loi des grands nombres)
» mais ¢a ne suffit pas : g, change avec n

» questions fondamentales

» peut on évaluer la qualité de g a partir de L,(g) ?
» peut on choisir g, a partir de L, ?
» peut on choisir g avec autre chose que L, ?

Fabrice Rossi 31/128
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Minimisation du risque empirique

» une méthode générique d’apprentissage :
» choix d’une classe de modéles G = {g: X — YV}
» choix de g;; dans G par

g, = arg gweig Ln(9)

» risque minimal sur G, L5 = infycg L(9)
» est-ce que cela fonctionne ?

» E{L(g5)} — L5 ?

» E{L(g;)} — L*7?
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Minimisation du risque empirique

» une méthode générique d’apprentissage :
» choix d’une classe de modéles G = {g: X — YV}
» choix de g;; dans G par

g, = arg rgneig Ln(9)

» risque minimal sur G, L5 = infycg L(9)
» est-ce que cela fonctionne ?

- E{L(g})} — L5 ?
» E{L(g;)} — L*7?

» stratégie d’analyse, borner les quantités suivantes :
L(g) - Lg erreur dans la classe

IL(9) — Ln(9)| erreur d’estimation

¢ — L erreur d’approximation

Fabrice Rossi 32/128
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Difficulté

» nécessite un contrdle de la « puissance » du modéle (de la
« taille » de G)
» exemple de cas pathologique :
» discrimination en ¢ classes
» G :fonctions constantes par morceaux sur une partition de
X
» Ln(g;) = 0 (par exemple avec le classifieur du plus proche
voisin)
» mais L(g;;) > 0 (dés que L* > 0!)
» conséquence classique : Lg > L*

inf L(g) > infL
Jnf L(g) > infL(g)
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Controle de complexité

Adapter la complexité du modéle aux données
» soit au niveau de la classe de modeles :

» G pour Dy
» «puissance » croissante avec n
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Controle de complexité

Adapter la complexité du modéle aux données
» soit au niveau de la classe de modeles :

» G pour Dy
» «puissance » croissante avec n
» soit au niveau du critére a optimiser :

» risque empirique (ou autre) plus un terme pénalisant les
modeles complexes

» minimisation structurelle du risque : G est choisie comme
'union de classes de plus en plus complexes, avec une
valeur de pénalité pour chaque classe

» régularisation : la pénalisation s’appuie sur une propriété
du modeéle (dérivée d’ordre 2 par exemple)

Fabrice Rossi
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Pas de repas gratuit

» nombreux résultats négatifs : beaucoup de propriétés ne
peuvent pas étre universelles
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Pas de repas gratuit

» nombreux résultats négatifs : beaucoup de propriétés ne
peuvent pas étre universelles
» il y a toujours une mauvaise distribution :

» cadre de la discrimination a deux classes
» algorithme d’apprentissage fixé
» pour tout € > 0 et tout n, il existe (X, Y) telle que L* =0 et

—_

E{L(gn)} > 5 —¢

Fabrice Rossi 35/128


http://apiacoa.org/

Pas de repas gratuit

» nombreux résultats négatifs : beaucoup de propriétés ne
peuvent pas étre universelles
» il y a toujours une mauvaise distribution :

» cadre de la discrimination a deux classes
» algorithme d’apprentissage fixé
» pour tout € > 0 et tout n, il existe (X, Y) telle que L* =0 et

—_

E{L(gn)} > 5 —¢

» on peut converger arbitrairement lentement :

» (ap) une suite décroissante de limite nulle ay < 1/16
» algorithme d’apprentissage fixé (toujour en discrimination)
» il existe (X, Y) telle que L* = 0 et

E{L(gn)} = an

Fabrice Rossi 35/123
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Pas de repas gratuit
» estimer le risque optimal est difficile :
» discrimination

» estimateur de L*, L,
» pour tout e > 0 et tout n, il existe (X, Y) telle que

IE{|[,77L*|} Z%fe
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Pas de repas gratuit

» estimer le risque optimal est difficile :

» discrimination
» estimateur de L*, L,
» pour tout e > 0 et tout n, il existe (X, Y) telle que

IE{|[,77L*|} Z%fe

» la régression est plus difficile que la discrimination :

» 0, estimateur de n = E{Y|X} telle que
Tim B {(na(X) ~ n(X)?} =0
> pour gn(X) = I, (x)>1/23, ON &

n=o \/E{(nn(X) — n(X))2}

Fabrice Rossi
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Deuxiéme partie I

Le risque empirique
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Plan

Concentration
Inégalité de Hoeffding
Bornes uniformes

Dimension de Vapnik-Chervonenkis
Définition
Application a la discrimination
Preuve

Nombres de couverture
Définition et résultat
Calcul des nombres de couverture

Résumé

Fabrice Ross
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Risque empirique
» la qualité du risque empirique est liée a la concentration de
la moyenne de ¢(g(X), Y) autour de son espérance

n

Lo(9) ~ L(g) = + 3" e(g(X). i) ~ E{c(a(X). Y)}

i=1
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Risque empirique

» la qualité du risque empirique est liée a la concentration de
la moyenne de ¢(g(X), Y) autour de son espérance
n
1
La(9) = L(g) = - > _c(9(X)). Y1) — E{c(g(X). )}

i=1

» de nombreux résultats de concentration existent, par
exemple

» Markov P {|X| >t} < w

» Bienaymé-Tchebytchev P{|X —E{X}| > t} < % etsi
les X; sont indépendantes et a valeurs réelles, avec
Sn = 27:1 Xi

Pﬂer&HEt}gM
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Inégalité de Hoeffding

Hoeffding, 1963
hypothéses

» Xi,...,Xnp nv.a. indépendantes
> Xi € [aj, bi]
> Sp=31 Xi

résultat

P{Sh —E{Sp} > ¢} < 2/ XZL(bi—a)?
P{Sn —E{Sp} < —¢} < 2/ ZlL1(bi—a)?

Loi des grands nombres quantitative

Fabrice Rossi 40/123
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Application

» colt borné c(u, v) € [a, b] pour tout (u, v) :
» régression avec Y bornée
» discrimination [a, b] = [0, 1]

> Ui = 1e(g(X), Y)), Ue[n,n
» g doit étre indépendant des (Xj, Y;) (sinon les U; ne sont
plus indépendantes !)

_ )2
> (b — a2 = Ear
» on adonc

P {|Ln(g) — L(g)| > ¢} < 2e~2n/(b-3F

> soit Ln(g) = L(g) et aussi Ly(g) 2> L(g) (par Borel

Cantelli)

Fabrice Rossi 41/123
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Limitation

» g doit étre indépendant des (X;, Y))
» intuitivement :
» § — Dg—2né*/(b—a)?
» pour chaque g, la probabilité de tomber sur ensemble D,
sur lequel

ILn(9) = L(9) < (b a)

est d’'au moins 1 — ¢
» mais les D, « corrects » sont différents pour chaque g
» pour D, fixé, la borne n’est valide que pour certains g

» pas de justification direct de g;, = argmingeg Ln(g)

Fabrice Rossi
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Preuve de l'inégalité de Hoeffding

» méthode de majoration de Chernoff (application de
l'inégalité de Markov) :

E {e5X}
X
P{X >t} :P{es > eS’} < —
on contrble le majorant grace a s

» lemme :siE{X} =0et X € [a, b], alors pour tout s,

E {eX} < e~

» convexité de e = E {5} < e?(s(b-2)
> puis majoration de ¢

» enfin on applique la méthode de Chernoff a
X=8,—E{Sy}

Fabrice Rossi
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Preuve de l'inégalité de Hoeffding

P{S,—E{S)} > ¢} < e *E {esz,-”:1 ()(,.43{)(,.})}

n
_ oS¢ H E {eS(Xi*E{Xi})} (indépendance)

—se H e S Iemme)

s2 >0 (bj—a))?

—See 8

—e
= g2/ ZiLi(bi~a)* (minimisation)

avec s = 4¢/ >0 (b — a;)?
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Erreur uniforme

> gp = argmingeg Ln(9)

> L(gp) — L = [L(gp) — infgeg L(9)] + [infgeq L(9) — L]
erreur d’estimation + erreur d’approximation

» erreur uniforme
IL(95) — Ln(gp)| < sup|Lna(g) — L(9)|
geg
L(gn) — g}gfg L(9) = L(g) — Ln(g5) + Ln(gp) — inf L(9)

< L(gn) — Ln(gp) +sup \Ln(g) L(9)|
geg
< 2sup|Ln(g) — L(9)|
geg
» il « suffit » donc d’une loi des grands nombres uniforme
pour annuler asymptotiquement I'erreur d’estimation

Fabrice Rossi
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Ensemble fini de modeles
» union bound : P{Aou B} <P{A} +P{B} etdonc

m
IP’{ max U; > e} <> P{Ui>¢
i=1

1<i<m
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Ensembile fini de modéles

» union bound : P{Aou B} <P{A} +P{B} etdonc

m
]P{ max U; > e} <> P{Ui>¢
i=1

1<i<m

» donc pour G fini

P {sup ILh(g) — L(9)| > 6} < 2’9‘6—2,752/([;_&1)2
geg

et donc L(g}) LGN infgeg L(g) (mais en général

Fabrice Rossi
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Puissance et borne

avec une probabilité au moins 1 — §

“ log |G| + log 2
L(gn) < égfg g +2b-a)\|——,—

» infgeg L(g) décroit avec |G| (plus de choix)

» mais le second terme augmente avec |G| : compromis
puissance/qualité de I'estimation

» remarque : log |G| est le nombre de bits pour coder le choix
du modele
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Plan

Dimension de Vapnik-Chervonenkis
Définition
Application a la discrimination
Preuve

Fabrice Ross
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Ensemble infini de modéles

» les résultats obtenus ne s’appliquent qu’'a G fini
> Oor:
> Gin = {X — argmaxx(Wx)x} (modele linéaire) est infini
» infgeg,, L(g) > 0 en général, méme quand L* =0
(problémes non linéaires)
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Ensemble infini de modéles

» les résultats obtenus ne s’appliquent qu’'a G fini

> or:
>
>

Gin = {x — argmax,(Wx)x} (modele linéaire) est infini
infgeg,, L(g) > 0 en général, méme quand L* =0
(problémes non linéaires)

» une solution : mesurer la capacité d’'un ensemble de
modéles plutét que son cardinal

| 4

>
>
| 4

Fabrice Rossi

probléme le plus simple : discrimination a deux classes
un modele : un ensemble (mesurable) A C X

capacité : richesse des « formes » disponibles dans G

au sens des données : si AN D, = BN D,, alors en terme
de capacité A et B comptent pour un'!
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Fonction de croissance
» cadre abstrait : F un ensemble de fonctions mesurables de

R dans {0, 1} (i.e., ~ un ensemble de parties mesurables
de RY)
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Fonction de croissance

» cadre abstrait : F un ensemble de fonctions mesurables de
R dans {0, 1} (i.e., ~ un ensemble de parties mesurables
de RY)

» pourzy € R9,...,z, € RY, on pose
‘7'-217~--,Zn = {U € {071}n ’ if € F,u= (f(Z~|)7, . .,f(Zn))}
» interprétation : chaque u décrit une partition de z4,...,z,

en deux classes et 7, ... z, est 'ensemble des partitions
réalisables par F

yey
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Fonction de croissance

» cadre abstrait : F un ensemble de fonctions mesurables de
R dans {0, 1} (i.e., ~ un ensemble de parties mesurables
de RY)

» pourzy € R9,...,z, € RY, on pose
Fopzn={ue{0,1}"|3If € F, u=(f(z4),...,f(zn))}

» interprétation : chaque u décrit une partition de z4,...,z,
en deux classes et 7, . ,, est 'ensemble des partitions
réalisables par F

» fonction de croissance
Sr(n) = sup |Fzi.... 20|

z1€RY,...,z,€RY

» interprétation : nombre maximal de partitions distinctes
réalisables par F
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

> Sp(n)<2”
» vocabulaire :

» Sx(n) est le n-ieme coefficient de pulvérisation (shatter
coefficient) de F
z,| =27, F pulvérise z4, ..., 2z, (shatters)

.....
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

> Sp(n)<2”
» vocabulaire :

» Sx(n) est le n-ieme coefficient de pulvérisation (shatter
coefficient) de F
z,| =27, F pulvérise z4, ..., 2z, (shatters)

.....

» dimension de Vapnik-Chervonenkis

VCdim (F) = sup{n € N | Sx(n) = 2"}
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

v

Sr(n) <27
vocabulaire :

» Sx(n) est le n-ieme coefficient de pulvérisation (shatter
coefficient) de F
> Si|F, .. z,| =27, F pulvérise z4,...,z, (shatters)

dimension de Vapnik-Chervonenkis

v

v

VCdim (F) = sup{n € N | Sx(n) = 2"}

v

interprétation :
» SiSy(n)<2":
> pour tout z1,. .., 2Zp,, il existe une partition u € {0, 1}", telle
que U & Fz,.,... 2,
> pour tout ensemble d’observations, F peut étre prise en
défaut
» si Sg(n) = 2" :il existe au moins un ensemble z4,...,2z,
que F pulvérise

Fabrice Rossi
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Exemple

» points dans R?

> F = {Ljaxsbyrc>0}}
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Exemple
» points dans R?

> F = {Ljaxsbyrc>0}}

X > SF(38)=2°
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Exemple

» points dans R?

> F = {Ljaxsbyrc>0}}

) > SF(38)=2°
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Exemple

» points dans R?

> F = {Ljaxsbyrc>0}}

X > SF(38)=2°

&
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Exemple

» points dans R?

> F = {Ljaxsbyrc>0}}

X > SF(38)=2°
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Exemple

» points dans R?
> F = {H{ax—i—by—i—czo}}
> SF(38)=2°

» méme si on a parfois
’fz1 722323| < 23

X X X

Fabrice Ross
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Exemple

» points dans R?

> F = {H{ax—i—by—i—czo}}

X > SF(38)=2°
» méme si on a parfois
>< ’fz1 722’23| < 23
> S]:(4) <24
X X
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Exemple

» points dans R?

> F = {H{ax—i—by—i—czo}}

&

Fabrice Ross

> SF(38)=2°

» méme si on a parfois
’}—21 ,22,23| <23

> S]:(4) <24

» VCdim(F) =3
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Modéles linéaires (généralisés)

résultat
si G est un espace vectoriel de fonctions définies sur R? de
dimension p alors

VCdim ({f ' RY— {0,1}|3g e g, f(z) = ]I{g(z)zo}}) <p
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Modéles linéaires (généralisés)

résultat
si G est un espace vectoriel de fonctions définies sur R? de
dimension p alors

VCdim ({f ' RY— {0,1}|3g e g, f(z) = ]I{g(z)zo}}) <p

preuve

> soit zq,...,2p1, ON considére F de G dans R défini par
F(g) = (g(Z1 )a e, g(zp+1 ))
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Modéles linéaires (généralisés)

résultat
si G est un espace vectoriel de fonctions définies sur R? de
dimension p alors

VCdim ({f ' RY— {0,1}|3g e g, f(z) = ]I{g(z)zo}}) <p

preuve
> soit zq,...,2p1, ON considére F de G dans R défini par
F(g) = (g(Z1 )a e, g(zp+1 ))
» dim(F(G)) < p doncil existe un v = (74,...,7p+1) non nul,

tel que 37" yig(z)) = 0
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Modéles linéaires (généralisés)

résultat
si G est un espace vectoriel de fonctions définies sur R? de
dimension p alors

VCdim ({f ' RY— {0,1}|3g e g, f(z) = ]I{g(z)zo}}) <p

preuve
> soit zq,...,2p1, ON considére F de G dans R défini par
F(9) = (9(21),---,9(2511))
» dim(F(G)) < p doncil existe un v = (74,...,7p+1) non nul,
tel que 37" yig(z)) = 0
» mais si zy,...,2p,1 est pulvérisé, il existe g; tel que

gj(zi) = d; et donc ~; = 0 pour tout j
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Modéles linéaires (généralisés)

résultat
si G est un espace vectoriel de fonctions définies sur R? de
dimension p alors

VCdim ({f ' RY— {0,1}|3g e g, f(z) = ]I{g(z)zo}}) <p

preuve

> soit zq,...,2p1, ON considére F de G dans R défini par
F(g) = (9(z1),---,9(2p+1))

» dim(F(G)) < p doncil existe un v = (74,...,7p+1) non nul,
tel que 37" yig(z)) = 0

» mais si zy,...,2p,1 est pulvérisé, il existe g; tel que
gj(zi) = d; et donc ~; = 0 pour tout j

> aucun zq,...,Z,1 N'est pulvérisé
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VC dimension # nombre de paramétres

» linéaire généralise F = {f(z) = ]I{Z,;_1 w,-¢,-(z)20}}
VCdim(F)=p
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VC dimension # nombre de parameétres

» linéaire généralisé F = {f(z) = H{ZL w,-cb;(z)zO}}
VCdim(F) =p
» c’est faux en général :

> VCdim ({f(2) = Tsin(tz)>0y }) = o0
» réseau de neurones :

h d
g= {Q(Z) =T (50+Z/3k7' (ako+2akaj)) }
k=1 =

> T(a) = Iazoy
> VCdim(G) > Wlog,(h/4)/32 avec W = dh+2h + 1
(nombre de paramétres)

Fabrice Rossi 54/123


http://apiacoa.org/

Convergence uniforme

Vapnik et Chervonenkis (1971)
hypotheses

» nv.a.iid. Z,...,Z,avaleurs dans R?
> Pf=E{f(Z))} et Pof = 1 320, £(Z)

résultat

P {sup |Pf — Ppf| > e} < 85]—‘(”)6_”62/8
feF

si Sz (n) croit polynomialement avec n, P,f converge vers Pf
uniformément sur F

Fabrice Ross
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Comportement de Sz(n)
Lemme de Sauer 1972 (et indépendamment de Vapnik et
Chervonenkis, 1971)

résultat
Si VCdim (F) < oo alors pour tout n

vedim(F

sz > (7)

i=0
majorations

S (n) VCdim(F) +1

IN

| A

VCdim(F)
> pour n > VCdim (F)

n
< VCd/m

Fabrice Rossi 56/123


http://apiacoa.org/

Application a la discrimination

» probleme le plus simple de I'apprentissage :
» discrimination a deux classes (¥ = {—1,1} et X = RY)
» fonction de colt : ¢(g(x),Y) = Iigx)2y}
» ensemble de modéles G (classifieurs)

> loss class
F= {f; R?Y— {0,1} | Ig € G, f(x,y) = H{g(x)#y}}
> pour f associée a g

Pf = L(g) Pof = Lo(g)

P < sup|L(g) — La(g)| > ¢ p < 8Sx(n)e /8
geg
Attention, G est fixe |

Fabrice Rossi 57/123
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VC-dimension

» comme g est a valeurs dans {—1, 1}, on peut considérer
Sg(n) et VCdim (G)
» VCdim (G) = VCdim (F)
> Sizq,...,2,estpulvérisé par F, alors x;, ..., X, est
pulvérisé par G :
» ave{-1,1}"onassocie u; = (vi/yi +1)/2 € {0,1}
» Ife F,f(z)) =u;
> f(zj)) = ui & g(x;) = (2u; — 1)y; et donc g(x;) = v;
» donc v € Gx;,...x,
» de méme si X;,..., X, est pulvérisé par G, il existe z;,...,2z,
pulvérisé par F
» donc Sx(n) =2" < Sg(n) = 2" et
Sr(n) < 2" Sg(n) < 2"
» etdonc VCdim(G) = VCdim (F)

» en fait, on a méme Sx(n) = Sg(n)

Fabrice Rossi 58/123
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Bornes sur le risque

» avec une probabilité au moins 1 — ¢

IL(g) — Ln(g)| < 2

\/zlog Sr(n) +log &
n

i 8
< 2\/2 VCdim (G) I;)gn+ log 5

quand 3 < VCdim(G) < n < oo
> On a aussi

0 VCdim (G)log n + log &

*) <
L(gn) = inf L(g) + 4\/ "
ce qui justifie la minimisation du risque empirique

Fabrice Rossi
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Compléments

» on peut déduire qu’il existe une constante universelle ¢
telle que

VCdim (G)logn
n

B(L(gh)) - inf L(g) < o/

» les meilleurs bornes connues conduisent a

. ) , | VCdim(G)
E{L(gn)} — glzgfg L(g)<c B

a partir de majorations de la forme

gl yne? _2ne?
P Pf — P,f <
{‘?‘Sﬁ 1P =Pl > } S o (vcm'm(f) ¢

> VCdim(F)
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Preuve (résultat simplifié)

Lemme fondamental (symétrisation)

hypotheses
» nva.iid. Z,...,Z, avaleurs dans RY
» une copie (le ghost sample) indépendante Z;, ..., Z},
> Phf =530 (Z))
> ne? > 2
résultat

P{sup]Pf— Pnf| > e} < ZIP{sup |P,f — Ppf| > 6}
fer fer 2

Fabrice Rossi 61/123


http://apiacoa.org/

Preuve du lemme
» soit f* qui dépasse la borne e (|Pf* — Ppf*| > ¢)

Li\pts—pote et L pre—Poe | <e/2) = L{|Pre— Pt |>en|Pr—Pht*|<e/2}
< Iypyre—Pote|>e/2}

Fabrice Rossi 62/123
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Preuve du lemme
» soit f* qui dépasse la borne e (|Pf* — Ppf*| > ¢)

Li\pts—pote et L pre—Poe | <e/2) = L{|Pre— Pt |>en|Pr—Pht*|<e/2}
< Iypyre—Pote|>e/2}

» espérance par rapport au ghost sample

Lipre—por >} P {|PF* — Ppf*| < €/2| Z4,..., 2y}
<SP{|Pyf* — Pof*| > €/2| Z4,..., 2y}
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Preuve du lemme
» soit f* qui dépasse la borne e (|Pf* — Ppf*| > ¢)
L 1pre—pore > ey L pre—Prpe <e/2} = LiiPrs— Pofr>en| Pre— Py <e/2}
< Igpre—pote|>e/2)

» espérance par rapport au ghost sample

Lipre—por >} P {|PF* — Ppf*| < €/2| Z4,..., 2y}
<SP{|Pyf* — Pof*| > €/2| Z4,..., 2y}

» Bienaymé-Tchebytchev

4Varf*(Zy)
ne®

1

P {|Pf* — P,f*| > ¢/2} < 3

<

1
H{le*—Pnf*|>E} <1 - 2> S ]P){|P;7f* - Pnf*‘ > 6/2 | Z‘],...,Zn}

Ne
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Preuve du lemme (suite)

» espérance par rapport a I'échantillon
P{|Pf* — Ppf*| > ¢} (1 - n12> < P{|P,f* — Pyf*| > ¢/2}
€

» etcomme 1 — iz g , on obtient la conclusion en passant
au supremum

» lintérét est qu’il n’y a qu’un ensemble fini de valeurs
possibles pour P,f* — P,f* (au maximum 22"

> il s’agit des valeurs obtenues en balayant les 7, .1 . 2

Fabrice Rossi 63/123
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Preuve

» par Hoeffding appliquée aux U; = 1(f(Z) — f(Z/)) pour
tout f fixée

P {|Pyf — Pyf| > €} < 27 "¢/2

Fabrice Rossi 64/123
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Preuve

» par Hoeffding appliquée aux U; = 1(f(Z) — f(Z/)) pour
tout f fixée

P {|Pyf — Pyf| > €} < 27 "¢/2

» finalement

IP’{sup |Pf — Pof| > e} < 2P{sup\P;7f— P,f| > 6}
fer 2

feF
=2P sup |Pf — Ppf| >
ferF, o 2

zq,..., zp,2) z

N o

< ' f > €
< 285(2n)P {|Pyf — Pof| = 3 }
< 4S87(2n)e /8
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Plan

Nombres de couverture
Définition et résultat
Calcul des nombres de couverture
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Et la régression ?

» mesure de capacité :

étudier les (f(z1),...,f(z5)) quand f € F

mais en régression f(x) € [0, B] (et non f(x) € {0,1})

donc |F,.... 2,| = oo, en général

mais si f(x) ~ h(x), pas de réel apport de h

» principe : considérer les fonctions suffisamment différentes
sur les données

v

vV Vvyy
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Et la régression ?

» mesure de capacité :
étudier les (f(z1),...,f(z5)) quand f € F
mais en régression f(x) € [0, B] (et non f(x) € {0,1})
donc |F,.... 2,| = oo, en général
mais si f(x) ~ h(x), pas de réel apport de h
» principe : considérer les fonctions suffisamment différentes
sur les données
» Nombre de couverture
> dans RY, on pose d(u,v) = 3 7, |u; — vil
» A C RY :une e-couverture de A est un ensemble fini
zy,...,Zqtelque A C UL, B(z,¢€) avec
B(u,e) = {veRY| d(u,v) < e}
» Nombre de couverture N (e, A) : cardinal de la plus petite
e-couverture de A

v

vV Vvyy
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Convergence uniforme
Pollard, 1984

hypotheses

» Zy,...,2Zy nv.a. indépendantes
» F ensemble de fonctions & valeurs dans [0, B]
» Pf=E{f(Z)} et Pof = 151 f(Z)

résultat

P {sup |Pf — Ppf| > e} <8E{N(¢/8,Fz. 7))} o <%/ (128B2)
feF

avec

Fz,

.....

Fabrice Rossi 67/123


http://apiacoa.org/

Preuve

Toujours par symétrisation

hypothéses
» nva.iid. Z,...,Z, avaleurs dans R?
» F ensemble de fonctions & valeurs dans [0, B]
» nv.a.i.i.d. de Rademachero,...,on a valeurs dans
{—1,1},avec P{oj =1} =1/2
> ne? > 2B
résultat

Zm

P{sup\Pf — Ppf| > e} < 4P{sup
fer fer N

mm
——
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Preuve du lemme

» premiere étape symétrisation classique qui donne

P {sup |Pf — Ppf| > e} < 2P {sup |PLf — Puf| > e/Z}
feF feF

» la condition ne? > 2B2 correspond a Var(f(Z)) < B?/4

Fabrice Rossi 69/123
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Preuve du lemme

» premiere étape symétrisation classique qui donne

P {sup |Pf — Ppf| > e} < 2P {sup |PLf — Puf| > 6/2}
feF feF
» la condition ne? > 2B2 correspond a Var(f(Z)) < B?/4
» deuxieme étape : v.a. de Rademacher.
s £
2

P{sup|P;,f— Pof| > 6} Y P
feF 2 fer N
Z/

n

S ai((Z) - 1(Z)))

i=1

n

> oi(f(Z) - £(Z))

i=1

sup —

< sup
ter N

fer N

+ sup
fer N

Fabrice Rossi 69/123
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Preuve du lemme (suite)

» et donc, par union bound

P sup1
fer N5
su oif(Z
{fe]—r‘) Z I( )

» d’ou le résultat

n

S ai((Z) - 1(Z)))

. ;}
)l

ZO’, f(Z))

i
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Preuve

> 01,...,9m une ¢/8 couverture minimale de 7z, .z,
(M=N(e/8,Fz...2))

Fabrice Rossi 71/128
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Preuve

> 01,...,9m une ¢/8 couverture minimale de 7z, .z,
(M=N(e/8,Fz...2))
» pour f € F,onag* <€ {9g,...,9u} tel que

1< N €
22 I12) - 9@ < g
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Preuve

> 01,...,9m une €/8 couverture minimale de Fz,
(M=N(e/8,Fz...2))
» pour f € F,onag* <€ {9g,...,9u} tel que

1 n
3 2. 11(2) -

.....

€
| < =

8
> soit

n

>z

oi(F(Z) —

S

Fabrice Rossi
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Preuve (suite)
» donc

sup —
{@

Zm

ZUIQ/

< max —
1<ji<mM n

Fabrice Ross

> "| ZQ ,...742hj}

;\21,...,2,,}
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Preuve (suite)

» donc
>’Z1,...,Z}

sup —
{fef
€
< {1@]%” Za,gj 8\21,-..,Zn}

» on applique Hoeffding aux U; = a,g/(Z) (pour Zy, ..., 25
fixé) d’espérances nulles :

n»{‘
n
i=1

> % |\ Zi, ... ,zn} < 2g "<’/ (1285%)
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Preuve (suite)

» donc
{sup >]Z1,...,Z}
fer N
€
< {1@]%” Za,gj 8\21,-..,Zn}

» on applique Hoeffding aux U; = a,g/(Z) (pour Zy, ..., 25
fixé) d’espérances nulles :

n»{‘
n
i=1

Z oif(Z)

> % |\ Zi, ... ,zn} < 2g "<’/ (1285%)

> soit

{sup
feF n

Fabrice Rossi 72/128
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Application en régression

» probléme assez général :
» VY=RP
» fonction de codt ¢ bornée par B : par exemple erreur
quadratique et fonctions bornées (ainsi que Y)
» ensemble de modéles G

» Joss class
F={r B~ [0.8]|3g <G, f(xy) = c(g(x).y)}
» pour f associée a g

Pf = L(9) Pnf = Ln(9)

P{supwg) — Ly(g)| > } < BE{N(¢/8,Fz,. 7)) e /(12859
geg
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Remarque

» résultat a priori limité :
» E{N(€¢/8,Fz. .. z,)} dépend de la distribution de
Z=(X.,Y)
» est difficile a calculer

» on peut montrer en discrimination

.....

P {SUS IL(9) — Ln(9)| > 6} <8E{|Fz..z/}e /"
ge

» idée de base : majorer E {N (¢/8, 7z, z,)} de fagon
géométrique et combinatoire (comme pour la VC
dimension)

Fabrice Rossi
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Pseudo dimension

» 4 F ={f: RY - [0, B]} on associe
Fr={f":RIx[0,B] = {0,1} | 3f € F, £ (x, 1) = L1<rxyy }

» on a (Pollard, 1984)

4eB  2eB) Vcdm(F)
N(e Fey,20) < (f log f)

» lien avec le packing number : M(e, F, 1) cardinal de la plus
grande collection de fonctions f de F telles que

[ 1160 = 0lue) <«

M(2e, Fzq....2m 1/n) < N (e, -7:21,...,2,,) < M(67fz1,...,zna 1/n)
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Pulvérisation avec marge (fat shattering)
VCdim (F*) < oo n’est pas nécessaire pour obtenir un bon
comportement de E {N (¢/8, Fz, . z)}

pulvérisation avec marge ~
zq,...,Z, est y-pulvérisé par F si pour tout u € {—1,1}7, 1l
existe t € [0, B]" et f € F tels que

(f(zj) — t)ui > v

la dimension de pulvérisation avec marge ~ de F, fat,(F), est
le cardinal du plus grand ensemble ~-pulvérisé par F
si d = fat,(F) alors (Alon et al., 1993)

4nB2 dlog,(4eBn/(de))
N(G,fz1’,,,7zn) < 2 ( 62 >
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En pratique

» on se contente généralement de passer par la pseudo
dimension
» quelques propriétés :
» siH={h+f|feF} pour hfixée,
VCdim (H*) = VCdim (F+)
» si h est une fonction croissante de [0, B] dans R et
H={hof|feF}, VCdim(H*) < VCdim(F*)
» pour k classes de fonctions Fi, ..., Fk, on considére la
classe F ={fi+...+ | i € Fi}

» pour F; (i = 1,2) fonctions a valeurs dans [—B;, Bj], on
considére la classe H = {fif; | f € Fi}

N (57 Hz, Zn) <N (5/(252)7]:1,21 ,,,,, z,,) N (E/(251)7~7:2,z1 ,,,,, z,,)

.....

Fabrice Rossi

77/123


http://apiacoa.org/

Exemple

» cadre général (Lugosi et Zegler, 1995) :
» Y| <L
» c(u,v)=|u—vlP

> = {2,21 wioy Yy lwl < 8}, 8> L gy < 1

>‘F:{ ‘Z/1VV]¢] y’ Z/1|VV]|<5}
» f(x,y) < 2Pmax(pP, LP) < 2P3P
» comme ||alP — |b|P| < p|a — b||max(a, b)|P~ T,

[ 150cp) - pluax.dy) < p@dp" [ lg(x)-ga(0ln(ax)

doncavecv =1/n, N(e, Fz, . 2,) < N(W,gz1 ,,,,, zn)
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Exemple (suite)

» comme G est une partie d’un e.v. de dimension k,
VCdim (G*) < k

» donc
N ‘ ez
<p(2/3)p"g1 """ )
62p+116p e2p+1ﬁp >k
2 |
= <6/(p(26)”‘1) 9 /(p(@B)T)

2p 22p—1\ K
o)

€

Fabrice Rossi

79/123


http://apiacoa.org/

Résumé

» sile modeéle est choisi dans G

P {SUp IL(9) — La(9)| > e} < C(n,G,e)e
geg

> c est liée uniquement a supgycg (|9l

» C(n,g,e) mesure la complexité de la classe G :
nombre de couverture ou coefficient de pulvérisation
dimension de Vapnik-Chervonenkis
pseudo-dimension et dimension avec marge

on peut obtenir des majorations universelles

vV vy VvVYyy

Fabrice Rossi
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Conditions nécessaires

» discrimination a deux classes :
» N(F.2Zy,....2Zn) = |Fz, ..zl
» He(n)=I1ogE{N(F,2Z,...,2Z,)} : entropie de VC
» C.N.S. de convergence uniforme du risque

Hz(n)
n

—0

» C.N.S. de convergence universelle uniforme du risque :

VCdim (F) < oo
> régression :

» résultats similaires
» la dimension avec marge ~ doit étre finie pour tout ~
» la cible doit étre bornée

Fabrice Rossi
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Limitations

» G est fixé et de puissance limitée
» en général infgcg L(g) > L*
» incompatible avec certaines techniques :
» G dépendde Xi,..., X,
> si on considere la classe globale (union de toutes les
classes), la puissance est trop grande
» en régression, le risque doit étre borné :
» hypothése assez forte
» facile a vérifier dans G
» mais délicat pour les données
» solution :

» adapter la puissance aux données
» utiliser des bornes dépendant des données

Fabrice Rossi
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Quelques résultats négatifs en discrimination

» VCdim(G) = oo est génant :
» algorithme d’apprentissage fixé avec choix dans G de
dimension de VC infinie
» pour tout e > 0 et tout n, il existe (X, Y) telle que L = 0 et

E{LG} > 55 ¢

» pulvériser un ensemble infini est plus génant :
» algorithme d’apprentissage fixé avec choix dans G
» il existe un ensemble A infini tel que pour tout B C A, il
existe g € G tel que g(x) =1 sur Bet g(x) =0sur A\ B
» (an) une suite décroissante de limite nulle a; < 1/16
» il existe (X, Y) telle que L; = 0 et pour tout n

E{L(gn)} > an
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Quelques résultats négatifs en discrimination

» VCdim(G) < oo limite la puissance des modéles :
» VCdim(G) < oo
» pour tout e > 0, il existe (X, Y) telle que

1
inf L(g) —L* > = —
Jnf. L(9) 5 ¢
» méme en augmentant la puissance avec n :
» suite de classes avec VCdim (GY) < oo pour tout j
» pour toute (a,) suite positive de limite nulle, il existe (X, Y)
telle qu’a partir d’un certain k
gérg:k) L(g) - L" > ax
» I'ensemble de tous les classifieurs (les fonctions
mesurables de X dans {—1,1}) ne peut pas se
représenter comme 'union dénombrables de classes de
dimensions de VC finies
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Troisieme partie Il

Contrble de complexité
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Plan

Contréle implicite
Discrimination
Régression

Contréle explicite
Minimisation du risque structurel
Validation
Régularisation

Fabrice Ross
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Complexité croissante

pour la discrimination

hypotheses

> classes (G1); de plus en plus puissantes avec
VCdim (GV) < oo
» asymptotiquement optimal : lim;_, infycgy) L(g) = L*

VCdim(G») log n
n

—0

> kn—>ooet

résultat
le classifieur g = arg mingc g, Ln(9) est universellement
fortement consistent :

L(gy) 2% L
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Preuve élémentaire

v

L(gz)—L* = [L(g5) — infyegnn L(G)] + [infgegun Lg) — L]
» contrble du premier terme
L(g;;) - infgeg(kn) L(g) < ZSUpgeg(kn) ’Ln(g) - L(g)‘

P{L(g;;)— inf L(g)a}sp{ sup |L(g>—Ln(g>|>e/2}

geglkn) geglkn)
< SSf(kn)(n) e’”€2/32
< 8(nVCdim(g(k")) 4 1)e—n62/32

v

Borel Cantelli donne la convergence presque slre
le deuxiéme terme est contrdlé par les hypothéses

v
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Régression

» exactement le méme principe :
» asymptotiquement optimal : lim;_, . inf;cgo L(g) = L*
» puissance croissante mais contrélée, par exemple par la
pseudo-dimension VCdim (g(/)+)
> fpnctiqns bornées supycgo [|9]lx < oo, mais borne
évolutive
» fonction cible bornée | Y| < 0o
» suppression de la contrainte de borne :

» Lugosi et Zeger, 1995
» pourc(u,v)=|u—vPetE{|Y|P} <
» idée de base : cible tronquée Y, = signe(Y)min(| Y], L)

Fabrice Rossi
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Réseau de neurones

Perceptrons multi-couches (Lugosi et Zeger, 1995)

» fonction sigmoide ¢ de R dans [0, 1], croissante et telle
que limy_,_o o(x) =0 et limy_ o(x) = 1

» par exemple o(x) = 1/(1 + e™¥)

» classe correspondante

G(k,B3) = {g(x Zc,a a;,X) + bj) + Co; Z\c,]<ﬁ}

i=1

> Si Ky — oo et B — oo, |J, G(kn, Bn) est dense dans LP(p)
(pour toute probabilité i, Hornik, Stinchcombe, White,
1989) et donc lim;_, o infgeg(k,,3,) L(9) = L*
(c(u,v) =|u—v|P

3 .
> contrdle de complexité : AP 109Unbh) _, o

Fabrice Rossi 90/123


http://apiacoa.org/

Minimisation du risque structurel

» le contrble de complexité ne dépend pas des données
» équilibre
L(gy) — L* = [L(g;) — infgeg L(9)] + [infgeg L(g) — L*]
» idée : ajouter a L,(g) une mesure de la complexité de G
» minimisation du risque structurel (discrimination) :
> Iim,-_,oo infgeg(/) L(g) =[*
> 2901 67VCdim(Q(j)) < 00
J=
> r(j,n) = /& VCaim (G0) log(en)
» g minimise Ln(g) = La(g) + r(j(g), n), ou
j(g) =int{k | g € G}
» alors L(g;) 225 L
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Preuve

> gnj = argming.go) Ln(g) (et donc g; = argmin; Ly(gn,))
» décomposition

L(g7) ~ L* = (L(gR) — inf Ln(gn,)) + (it Lo(gn;) ~ L)
> le premier terme est en fait L(g’) — L,(g;;) et
3 {L(QZ) —~Lo(g7) > e} <P {sgp (L(gn,f) - Zn(gn,/)) > e}
<P {sgp (L(gnj) = La(gn,) — r(, n)) > e}
<> P{IL(Gns) — Ln(gns)| > €+ r(j, n)}

=1

> gnVCdm(G?) g—n(e+r(j.n))?/8
=1
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Preuve

> or

i 8nVCdim(gU))e—n(e+r(j,n))2/8 < i 8nVCdim(gU))e—nez/se—r(j,n)z/s
j=1 j=1
< 8e /8 Z g~ VCdim(G")
j=1

» on obtient donc par Borel Cantelli la convergence presque
slre de L(g;) vers inf; Ln(gn,))

» pour la seconde partie on fixe ¢ > 0 et on trouve k tel que
infgeg(k) L(g)— L* <e:

» pour tout nassez grand n r(k, n) < 5 (car r(k, n) tend vers
0 avec n pour k fixé)
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Preuve

» on a alors

P{irj)fln(g,w-)— inf } P 3 Ln(Gnk) — Inf (g)>€}

geg(k) Gk

IN

P{Ln gnu) + k) = _inf )L(g)>e}
P{Lngnk) mme(g)>§}

SUp ILn(9) — L(9) > }
geglk

VCd/m(g(k’) _ne?/128

» donc P {Iim SUP,_, o inf; Zn(gn’j) —infgegm L(9) = 0} =1
» d'ou le résultat
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Choix de modeéles

» méthode de I'ensemble de validation

> on coupe Dy en Dy = (Xi, Yi)1<i<m €t Dy = (Xi, Yi)mi1<i<n
(I=n—m)

» on construit a partir de Dy, une classe Gn,

> on choisit g, = arg mingcg,, 17 it met €(g(Xi), Yi)

» les bornes dérivées pour le MRE s’appliquent a L(g,) en
considérant la classe Gm

» applications :

» choix des paramétres d’une méthode (nombre de voisins)

» MRE pour différentes classes sur Dy, puis choix du meilleur
modele parmi ceux ainsi obtenus
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Régularisation

» généralisation du principe de la minimisation du risque
structurel
» idée fondamentale :
» choisir g, en minimisant sur une classe G

An(9) + AR(9)

» An(g) est une mesure de performance empirique (pas
nécessairement le risque empirique)
» R(g) est une mesure de la complexité du modéle

» exemples :
» machine a vecteurs de support en discrimination :
> An(g) = 3 Iy max (0, —yig(x;)) (hinge loss)
> R(9) = llgll%

» perceptrons multi-couches en régression :
> An(9) : risque empirique
» R(g) : somme des carrés de tous les paramétres
numeériques du réseau (les poids)
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Régularisation

Plusieurs difficultés :
» si A, n‘est pas le risque empirique, il faut montrer que sa
minimisation conduit bien a minimiser le risque
» il faut choisir A :

» soit en donnant des regles de comportement de A avec n
» soit en intégrant un choix automatique (de type
minimisation du risque structurel)

» la classe est souvent de dimension de VC infinie, ce qui
complique I'analyse
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Quatriéme partie 1V

Au dela de la minimisation du risque
structurel
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Minimiser un autre co(t
Motivations
Risque convexe

Retour sur la régularisation
Régularisation dans les RKHS
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Probléme algorithmique

» en régression, optimiser L, est « facile »
» par exemple, L,(g9) = 2 37, ||g(x;) — yi||? : moindres

carrés
» si G est une classe paramétrique

G ={9(x) = h(x,w); w € W},

on utilise des techniques classiques (descente de gradient)
» en discrimination, la situation est plus délicate :
» risque idéal P {g(X) # Y}
» donc le risque empirique est « discret » et ne peut pas étre

optimiser par descente de gradient
» probleme NP difficile dans certains cas particulier
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Minimiser un autre co(t

» solution classique : minimiser un autre codt
» par exemple, le co(it quadratique : a(u, v) = (u — v)?, ce
qui revient a remplacer L,(g) = %2721 Lig(x)£v,y par

i=1 i=1

» résultats en régression = bornes sur |A,(g) — A(g)|, ou

Alg) = E{a(g(X), Y))}

puis convergence vers A; = infgeg A(9)
» mais on veut des informations sur L(g) !

» en général, on trouve g a valeurs dans R qu’on transforme
en classifieur par h(x) = signe(g(x))
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Erreur quadratique

» cas simple
n(x) =E{Y | X =x}
» algorithme fortement consistant

E {(gn(X) — \D } E {(n(X) - Y)?} c.-ad.,
E{(Qn(x) n(X) |Dn} 220
> or

P{hn(X) # Y| Da} =P {h"(X) # Y} < E{(gn(X) — 1(X))?|Dn}

ou h* estle classifier de Bayes
donc L(h,,) L*

v
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Cas plus général

» plus généralement, tout se passe bien si on peut garantir
que L(g) — L* tend vers 0 quand A(g) — A* tend vers 0
» approche de Steinwart (2005) :

>

>

>
>

Fabrice Rossi

a:Rx{-1,1} =R
C(t,a)=caa(t,1)+ (1 —a)a(t,—1)
A(9) = [ C(P{Y =1] X = x},x)Px(dx)
a est admissible si :
> aest continue
» a<1/2=argmin; C(t,a) <0
> a>1/2=argmin; C(t,a) >0
c’est-a-dire si un minimiseur de A est du méme signe que
la fonction de régression !
dans ce cas, pour tout ¢, il existe J tel que A(g) — A* < ¢
implique L(g) — L* <

103/123
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Exemple : le hinge loss

» hinge loss
a(va) = maX(1 — yX, O)

> a(g(x),y)) > H{g(x)yéy}
» C(t,a) = amax(1 —t,0)+ (1 —a)max(1+1¢,0):
»sit>1,C(ta)=1-a)(1+1)>21-0a)
»sit<—1,C(ta)=a(1 —t) > 2a
» site[-1,1],
Ctia)=a(l-t)+(1—a)1+t)=1+(1 —2a)t

» sia < 1/2,le minimum sur [—1, 1] est atteint en —1 et vaut
20 <2(1—a)

» symétriguement, pour « > 1/2, le minimum est atteint en 1
etvaut 2(1 — a) < 2a

» le hinge loss est donc admissible
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Minimisation d’'un risque convexe

» cas particulier trés général a(u, v) = ¢(uv) pour ¢

>

v

positive :

» comme précédemment, C(t,a) = ag(t) + (1 — a)p(—t)
> H(a) =inf; C(t, Oé) et H_(Oé) = inft(ga,”So C(t, Oé)
» ¢ est calibrée si H (a)) > H(«) pour tout «

pour tout ¢ il existe une fonction ¢ telle que
¥(L(g) - L") < Ag) - A

¢ calibrée est équivalent a

.Iim w(a,-) =0« .Iim aj=0

I—00

I—00

> si ¢ est convexe, ¢ calibrée est équivalent a ¢ dérivable en

Fabrice Rossi

Oet#(0)<0
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Exemples

» ¢(a) =max(1 — a,0) (a(x, y) = max(1 — yx,0))

> ¢(a) = e ?(a(x,y) = e )

> ¢(a)=|1—alf (a(x,y) = [1 — yx|P)

» remarque importante : si ¢ est calibrée, il existe ~ tel que

y9(a) > Iia<oy

et donc

va(9(x),¥) = Ligpy<oy = Lsigne(g(x))y}

Fabrice Rossi
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Plan

Retour sur la régularisation
Régularisation dans les RKHS
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Machines a vecteurs de support

» on se donne un noyau K et on travaille dans le complété ‘H
de

p
H= {g(x) = Za;K(x;,x); peNa eR X € X}

i=1
» l'algorithme standard cherche g en résolvant

. 1
gn=arg min —

n
I 3" max (0, —yi(g(x;) + b)) + AnllgllZ,
’ =1

» on peut généraliser en cherchant

n

. 1
gn=arg min ,Z: a(g(x;) + b,yi) + QAn, glln)
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Consistance des MVS

Analyse de Steinwart 2005
» deux difficultés :

» H n’est généralement pas de dimension de VC finie

» on optimise une grandeur complexe qui n’est ni le risque
empirique, ni une somme de celui-ci et d’'un terme simple

» stratégie d’analyse :

» montrer quand A tend vers 0 l'influence de la régularisation
disparait : asymptotiquement, on optimise A

» utiliser 'analyse précédente sur A et A, pour montrer que si
on optimise A tout se passe comme si on optimisait
asymptotiquement L

» montrer enfin que la régularisation est suffisante pour
contréler A, — A
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Quelques hypothéses

» les X sont a valeurs dans X’ un espace métrique compact

» le noyau K est tel que :
» ¢(X) = K(x,.) (de X dans H) est continue
» I'ensemble {g € C(X) | g(.) = K(w, ¢(.)); w € H} est

dense dans C(X’) (noyau universel)

lix;—x;112

» par exemple K(x;,X;) = e 22 pour X un compact de
Rd
» Steinwart étudie le cas général pour a admissible et pour Q
vérifiant des hypothéses de régularité assez techniques
» ici MVS classiques :
» aestle hinge loss

> QAn. 1gll7) = Anllgll3,
» pas de terme b (pour simplifier les hypothéses)

Fabrice Rossi 110/128


http://apiacoa.org/

Régularisation

> On pose
Ax(g) = E {max (0, —Y(g(X)))} + Allgli3,
n
Arnlg) = 2,21: max (0. ~yi(g(x)) + b)) + Ag1,
» on montre que tout minimiseur de A, sur H vérifie

2
lgllf < X
de méme, tout minimiseur de A, , vérifie ||g|3, < 2

v

v

de ce fait, la régularisation impose une borne sur le
minimiseur qui va permettre de contréler |A(g) — An(9)|

» on montre aussi que si g\ = arg Mingey Ax(g)

Jim Ax(g) = nfA(g)

Fabrice Rossi
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Concentration

» on majore |A(g) — An(g)| en utilisant un nombre de
couverture

» pour une classe F de fonctions a valeurs dans [0, B|

P {sup |Pf — Ppf| > e} < 2N (E’f) o—2ne?/(98?)
feF 3

» le nombre de couverture est défini ici par rapport a la
norme infinie
» il suffit de considérer une ¢/3-couverture de F, fi, ..., fn:
> |Pf—Pnf| = |Pf—PfitPfi— Pyfit- Pnfi— Pof| < 2e-+|Pfi— Pyf|
> P{supscr |Pf— Pof| > €} < P{SUP;_icp |Pfi— Pafil > 5}
> par Hoeffding P {|Pf, — Pof]| > 5} < 2e~2/(98°)
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Concentration

> on note ||K||o = Supyxecx v/ K(X,X)

> llgll+ < & implique [|glloo < 6]1K]w :
» noyau « reproduisant » : g(x) = (g, K(X,.)),
> (g KX, ))ag | < llgliIK (X, )l
> K )l = VKX X) < (1Ko

» on considére la classe suivante

Fs=1a(9(.);-): gl < 6}

pour a(u, v) = max(0,1 — uv)
» pour tout f € Fy, f(X,y) € [0, ]| K||~] et donc

P sup |Pf = Pof| > ¢ b < 2Nag (5, 7 ) @72/ IKIE)
feFs 3

Fabrice Rossi
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Concentration

» soit g1, ..., 9m une e-couverture de
Hs={g € H||glln < d}
> [lgi — gjlleo < ¢ implique ||a(gi(.),-) — a(gi(-), )|, <e
» donc les (a(gi(.), -))1<i<m forment une e-couverture de F;
» donc Ny (e, F5) < Noo (€, Hy)
» etdonc

]P’{ sup |A(9) — An(g)| > e} < 2N, (;Ha) e—2n<* /(9% K1%,)
geHs

» donc si gn ) = argmingey Ay n(9)

P{‘A(gn,,\) - An(gn,)\)| > 6} < 2Noo ( H\/g) e—nez)\/(QHKHio)

<
37
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Récapitulation

> gn = arg mingey Ax,.n(g) (An tend vers 0)

> gp = arg mingex Ax,(9)
» soite >0:
» il existe § < 0 tel que A(g) < A* + ¢ implique L(g) < L*+¢
(admissibilité)
> pour n > ng, |Ax,(g;) — A*| <4/3
> Si[A(gn) — An(gn)| < 6/3 et|A(gr) — An(gn)| < 6/3

A(gn) < A(Gn) + MnllgnllZ,
< An(gn) + Anllgnll3, + 6/3
< An(95) + Anllgnll3 + /3
< A(gh) + Mallgyll5, +26/3
<A 46

» donc pour n > ng, P{L(g) > L* + ¢} <
P {|A(gn) — An(gn)| = 0/3} + P{|A(g) — An(gp)| = 6/3}
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Nombre de couverture

» reste donc a controler N (e, Hs)
» résultats d’analyse sur I'approximation des opérateurs
» quand un noyau K est régulier, en général

In Ny (€, H1) < ce™
pour des constantes ¢ > 0 et v > 0, et donc

INNy (e,Hs) < cC <5>7

€

» on peut faire mieux pour certains noyaux spécifiques. Par
exemple, le noyau gaussien sur RY donne

1 a+1
INNy (e, H1) < C (Iog 6)
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Consistance

» il suffit maintenant de controler
2N (5,7 3 ) e EIKIE)

An

2
» par exemple % In Ny (e,H 3 ) — 0 assure la
! Ve

consistance
» pour un noyau régulier, il suffit donc que

14+/2
n)\nﬂ/ — 00
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Cinquiéme partie V

Annexe
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