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Toutes les réponses doivent étre justifiées soigneusement, en particulier pour les ques-
tions auxquelles on peut répondre par oui ou par non. Sans justification, une réponse juste
ne rapportera pas de point. Les deux exercices sont indépendants et comptent environ
pour la moitié de la note chacun.

Exercice 1

Nous considérons le modele de régression linéaire Gaussien suivant :
Yi|zi, B, 0% ~ N (2] B,0%),Vi € {1,... n},
ou support(Y;) = R, z; € RP, § € R? et 0 € RT. De plus, le vecteur des poids de la
régression est caractérisé par une loi a priori Gaussienne :
1
p(Bla) = N0y, ),

ol @ € R*™. Nous disposons de la réalisation d’un n-échantillon {(x1,41),...,(xn,yn)} et
I'objectif premier est d’estimer 3 a partir des données. La variance du bruit o? est ici
supposée connue. En revanche, le paramétre « (appelé hyperparametre dans la littérature)
contrélant 'inverse variance de la loi a priori doit également étre estimé. Pour simplifier
les expressions, nous noterons X = (z;;);; la matrice dont la ligne ¢ correspond a z]. De la
méme maniere, nous noterons Y le vecteur construit a partir des y;.

Question 1 Montrez par identification que la loi a posteriori de 3 sachant 1’échantillon,

02, a, est donnée par

p(Bl(1,y1)5 - (TnsYn), ‘72’ a) = N(B;my; Sn), (1)
o St = X7X/o? + al, et m, = S, XY /o
Question 2 Donnez 'expression exacte de la log vraisemblance marginale
log p(y1, - - - Yn|T1s . . - 20,07, ),
B est intégré.

Nous cherchons maintenant a dériver un algorithme EM permettant de maximiser la log
vraisemblance marginale.

Question 3 Montrez que la log vraisemblance des données complétées s’écrit :

1 o
log p(Y1, - - - \Yn, Blx1, - - - Tn,02, a) = _Tﬁ||Y — Xﬁ||2 - EBTB + glog(a) + const, (2)

ou const ne dépend ni de § ni de «.



Question 4 Déterminez l'espérance de la log vraisemblance des données complétées (2) a
partir de la loi a posteriori (1).

Question 5 Etape M : donnez l'estimateur de o maximisant I’espérance de la log vrai-
semblance des données complétées obtenue a la question précédente.

Question 6 Donnez 'algorithme EM complet permettant de maximiser la log vraisem-
blance marginale des données.

Exercice 2

On étudie le modele graphique orienté suivant :

@
© @
®

Question 1 Ecrire la condition de factorisation que doit vérifier une loi sur les variables
aléatoires A, B, C, D et E (supposées discrétes) pour étre compatible avec le modele
graphique.

Question 2 Indiquer pour chaque indépendance conditionnelle suivante si elle est bien
vérifiée dans le modele en justifiant brievement chaque réponse.

ALB (3)
Al B|E (4)
BLE|C (5)
CLDI|A (6)

Question 3 Pour une loi jointe compatible avec le modeéle graphique, donner p(e|a, b)
sous forme d’une expression faisant intervenir la somme sur les valeurs ¢ de C' et des lois
conditionnelles naturelles dans le modele graphique étudié.

On suppose a partir de maintenant que les variables aléatoires étudiées sont toutes binaires
(a valeurs dans {0, 1}).

Question 4 Indiquer ’ensemble des parameétres nécessaires pour spécifier completement
une loi jointe p(A, B, C, D, E) compatible avec le modele graphique, en précisant le role de
chaque parametre et les différentes lois (conditionnelles) utilisées. On notera 6 le vecteur
constitué de I'’ensemble des parametres considérés.

Question 5 Ecrire la vraisemblance complétée p(a, b, c,d, e|ld) sous le modele paramétrique
décrit dans la question précédente.

On suppose maintenant qu’on dispose de N observations (d;,e;)1<;<ny indépendantes et
identiquement distribuées selon la loi marginale associée au modele graphique. On cherche
a estimer le parametre # par maximum de vraisemblance a partir des observations.



Question 6 Ecrire la vraisemblance des parametres pour une observation, puis a partir
de celle-ci, la vraisemblance pour I’ensemble des observations.

Question 7 Combien de configurations des variables cachées faut-il évaluer pour calculer
la vraisemblance ?

Question 8 Pourrait-on utiliser I’algorithme EM pour estimer # par maximum de vrai-
semblance dans cette situation? Si oui, indiquer quelles lois a posteriori doivent étre
calculées (sans faire les calculs).

Questions bonus On consideére a partir de maintenant le modele suivant :

@

. N

Question 9 Développer la notation par plaque pour N = 2.
Question 10 Donner la forme générale des lois compatibles avec le modele graphique
(pour N quelconque).

Question 11 Par quoi faut-il conditionner les C; pour les rendre indépendants (on donnera
le conditionnement faisant intervenir le moins de variables possible) 7



