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@ Introduction

F. Rossi (INRIA) Introduction aux réseaux de neurones 2007 2/48



Tentative de définition

@ Ensemble de méthodes d’analyse et de traitement des données
vaguement issues de considérations biologiques, aux frontieres
trés floues

@ Eléments caractéristiques :

une combinaison (réseau) d’éléments simples (neurones)

@ un modéle de calcul par propagation de résultats partiels

o les neurones peuvent étre « non linéaires »

@ basé sur des mécanismes d’apprentissage (presque toujours)
o essentiellement numériques, par opposition a I'lA symbolique
(« systemes experts »)

@ Cadre général : apprentissage automatique
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Applications

@ Analyse exploratoire de données :
o classification : recherche de groupes homogénes (clustering)
o visualisation

@ Modélisation :

e discrimination : affectation de nouvelles observations a des
groupes connus (classification)

e régression : prédiction de valeurs numériques a partir de
nouvelles observations
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Exemple de discrimination
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Exemple de discrimination

@ But:

e séparer les points rouges des points
bleus (couleur : information de classe)

e regle de décision basée sur les
variables (ici positions)

e applicable a des nouveaux points (sans
couleur)

@ Mathématiquement :

e fonction de R? dans {bleu, rouge}
@ régle de décision

s sz

e choisie de sorte a minimiser les mauvais classements (rouge pour

bleu et vice versa)

F. Rossi (INRIA) Introduction aux réseaux de neurones

2007 5/48



Exemple de discrimination

Iris (Anderson/Fisher)

7.0 8.0

Longueur Sépale

20 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale

F. Rossi (INRIA) Introduction aux réseaux de neurones 2007 5/48



Exemple de discrimination

[—

@ Discrimination linéaire :
e regle de la forme

(X1 R X2) — signe(w1 X1 + WoXo + b)

e classes {—1,1}

@ Apprentissage :

o plus généralement
x - signe (¢(w, X))

@ apprentissage : choisir w a partir d’exemples déja classés
@ vocabulaire statistique : estimation des parametres d’'un modéle
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© Méthodes lingaires
@ Perceptron
@ Machine a vecteurs de support
@ Analyse discriminante de Fisher
@ Régression linéaire
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Le neurone de McCulloch et Pitts (1943)

Caractéristiques :
@ pentrées : X = (x1,...,Xp) (binaires dans le modele d’origine)

@ une sortie “binaire” obtenue par :

p
T (Z w;x; + b)
j=1

avec pour T la fonction de Heaviside

0 u<oO
T(u):{1 u>0.

T est la fonction d’activation (ou de transfert) du neurone
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Le neurone de McCulloch et Pitts (1943)

Caractéristiques :
@ pentrées : X = (x1,...,Xp) (binaires dans le modele d’origine)

@ une sortie “binaire” obtenue par :

p
T|> wxi+b
=

@ p poids synaptiques W = (wy, ..., Wp)
@ un seuil —b : le neurone est actif si le seuil est atteint
@ correspond a un modele de discrimination linéaire
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Neurone MCP

Interprétation biologique :
@ sortie : axone
@ entrées : dendrites
@ poids synaptiques w; :
@ synapses
e positif : excitatrice
e négatif : inhibitrice
e pondération w;x; : potentiel post-synaptique
@ valeurs des entrées et de la sortie : potentiel d’action
@ seuil —b : seuil d’excitabilité
Modéle relativement pertinent, excepté I'aspect temporel
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Discrimination par un neurone de MCP

@ Données :
o N observations
e p variables : observations dans RP
e classe connue pour chaque observation : x; = (Xj, ..., Xjp) et
yi € {—1,1} (pour deux classes)
@ Discrimination neuronale :

e un neurone de MCP & p entrées (sortie dans {—1,1})
e apprentissage : trouver des valeurs des poids synaptiques telles

que
P
T|> wxj+b| =y,
j=1
pour beaucoup de i dans {1,..., N} (tous, si possible)
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Le perceptron de Rosenblatt

Frank Rosenblatt utilise le neurone de McCulloch et Pitts dans les
années 50 :

@ sortie dans {—1,1}
@ premiéere implémentation matérielle
@ discrimination d'images (noir et blanc) en deux classes a priori

@ premier algorithme d’apprentissage qui cherche a minimiser le
nombre d’erreurs de classement

@ algorithme on line : correction des poids synaptiques aprés I'étude
de chaque observation

@ converge si les données sont linéairement séparables
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Principe de l'algorithme du perceptron

En cas d’erreur pour (X, y) :
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Principe de l'algorithme du perceptron

En cas d’erreur pour (X, y) :
P [wi X1 +WoXo+b)|

Vw2+ws o

°../ ..
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Principe de l'algorithme du perceptron

En cas d’erreur pour (X, y) :
P [wi X1 +WoXo+b)|
@ rapprocher
WiX1 + WoXo + b de zéro : e 4, °
® Siwixi +woXxo +b>0

alorsy <0 ° o
@ Siwixs +Woxo+b<0 R

alorsy >0
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Principe de l'algorithme du perceptron

En cas d’erreur pour (X, y) :
P [wi X1 +WoXo+b)|
@ rapprocher
WiX1 + WoXo + b de zéro : e 4, °
@ Siwixy +Waxo+b>0
alorsy <0 ° o
@ Siwixs +Wwoxo+b<0 R /
alorsy >0
@ minimiser |wy Xy + WaXo + b|
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Principe de l'algorithme du perceptron

En cas d’erreur pour (X, y) :
P [wi X1 +WoXo+b)|
@ rapprocher
WiX1 + WoXo + b de zéro : e 4, °
® Siwixi +woXxo +b>0
alorsy <0 ° o
@ Siwixs +Woxo+b<0 R /
alorsy >0
@ minimiser |wy Xy + WaXo + b|
@ Descente de gradient
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Descente de gradient
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Descente de gradient

Minimisation de f :

@ Méthode itérative
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Descente de gradient

Minimisation de f :

@ Méthode itérative

@ Point initial ug
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Descente de gradient

Minimisation de f :

@ Méthode itérative
@ Point initial ug

@ Dérivée : direction -
pour réduire

05

00

-05

F. Rossi (INRIA) Introduction aux réseaux de neurones 2007 12/48



Descente de gradient

Minimisation de f :

@ Méthode itérative
@ Point initial ug

@ Dérivée : direction -
pour réduire

@ Mouvement 7]

Uit = U —ef' (ui) <
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Descente de gradient

Minimisation de f :

@ Méthode itérative
@ Point initial ug

@ Dérivée : direction <
pour réduire

@ Mouvement =
Uit = U —ef' (ui) <

@ Converge vers un 2]
minimum local
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Deux dimensions
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Deux dimensions
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Deux dimensions
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Méthode générale
Algorithme du gradient simple

@ une fonction f de R/ dans R & minimiser
@ direction de plus grande pente : gradient —V f

@ rappel : ;
Vi(w) = <86v;(w)’ ce ;V';/(w)>

@ algorithme du gradient simple :

@ point initial aléatoire w(®
Q wi) — wlh — OVF(wd)
@ retour en 1 si || VA(w(*1)]|| est « grand »

@ converge vers un minimum local (sous de nombreuses
hypothéses)
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Perceptron et gradient

@ six est mal classé :

e signe <b+ Py W,-x,-) =—y

e on cherche a minimiser f(w) = ‘b +30, Wij)

e siy > 0alors f(w) = — (b+ S W,x,) sinon

f(w) = b+ 37 wx;

e donc f(w) = —y (b +30, W,-x,-)

@ gradient
V(W) = (=Y, —yxi, = yxp)

o witt) = wl) — (Ovf(w) gécrit :

o b1 = pO) 4 Dy

] W.(t+1) = VVl(t) + 6(t)ij

J
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Algorithme du perceptron

Algorithme :
@ poids initiaux aléatoires : w(®
@ boucle sur les N observations (x;, y;) :
@ si X, est bien classé, w(tt1) = w(®
@ sinon, mise a jour par :
o b = b0 4y,
o W™ = w" + eyix;, pour tout j
© s’il reste des observations mal classées, retour en 2
Remarques :
@ c€]0, 1]
@ converge dans le cas linéairement séparable (i.e., il existe des
poids pour lesquels le perceptron ne fait aucune erreur)

@ comportement cyclique dans les autres cas
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Interprétation biologique

Principe du renforcement :
@ corrélation d’activité = renforcement des liens
@ regle de Hebb (1949) : Aw; = A\xjy
@ idée sous-jacente :

e si x; est positif quand y est positif, il faut que la synapse w; soit
excitatrice
e si x; est positif quand y est négatif, il faut que la synapse w; soit
inhibitrice
@ l'algorithme du perceptron est « Hebbien »
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Exemple de mise en ceuvre

Données

Iris (Anderson/Fisher)

8.0
I
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Largeur Sépale
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Exemple de mise en ceuvre

Initialisation

8.0
I

75

Longueur Sépale

2.0 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Exemple de mise en ceuvre

78 corrections

6.5 7.0 75 8.0
I I

Longueur Sépale

v
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Largeur Sépale
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Exemple de mise en ceuvre

117 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

157 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

196 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

235 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

274 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

314 corrections
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Exemple de mise en ceuvre

353 corrections

6.5 7.0 75 8.0
I I

Longueur Sépale

2.0 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Exemple de mise en ceuvre

392 corrections

6.5 7.0 75 8.0
I I

Longueur Sépale

2.0 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Exemple de mise en ceuvre

Aprés convergence

6.5 7.0 75 8.0
I I

Longueur Sépale

2.0 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Gradient stochastique

@ la fonction optimisée dépend de la donnée considérée
fw) = —y (b+ 2, wx)
@ algorithme de gradient stochastique :

e fonction de la forme f(w) = Zf\; fi(w)
e optimisation grace a la regle

w(t) — w — O£, (w),

avec i) choisi aléatoirement dans [1, N]
@ pour le perceptron :

N p
fw)=>cy | —yi[b+d wxi| |,
i=1 j=1
avec ¢ (u) =0siu<0etcy(u)=usinon
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Perceptron

Résumé

méthode neuronale pour la discrimination en deux classes

algorithme simple a programmer
justifications :

o biologique (régle de Hebb)
e mathématique (optimisation par gradient stochastique)

limité aux données linéairement séparables
ne converge pas en cas de probleme
aucun contrdle sur le séparateur linéaire obtenu
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Perceptron

Résumé

méthode neuronale pour la discrimination en deux classes

algorithme simple a programmer
justifications :

o biologique (régle de Hebb)
e mathématique (optimisation par gradient stochastique)

limité aux données linéairement séparables
ne converge pas en cas de probleme
aucun contrble sur le séparateur linéaire obtenu
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Choix d’'un séparateur linéaire

Deux problémes principaux :
@ cas séparable : en général une infinité de solutions, comment

choisir ?
o critere additionnel : choix parmi les solutions exactes (avec aucune
erreur)
o critére alternatif : optimisation d’'une autre grandeur (pas le nombre
d’erreurs)

@ cas non séparable : comment minimiser le nombre d’erreurs ?

o algorithme alternatif (autre que celui du perceptron)
o critére alternatif (bis)

Question subsidiaire : le cas non linéaire est-il fréquent ?
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Probléeme de la robustesse

Aprés convergence

7.0 8.0

Longueur Sépale

20 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Probléeme de la robustesse

Iris (Anderson/Fisher)

7.0 8.0

Longueur Sépale

20 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Maximisation de la marge
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Maximisation de la marge

@ Données linéairement
u séparables : une infinité de
choix possibles
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Maximisation de la marge

@ Données linéairement

| |
! ! u séparables : une infinité de
| | choix possibles
1 | [} [ ] L,
| | L @ Données proches du
| I . séparateur : petite
° ° ! - « marge » = faible
o o ! robustesse
Y [ ] | |
‘ |
| |
[ ] I I
L4 | |
| |
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Maximisation de la marge

@ Données linéairement
séparables : une infinité de
choix possibles

@ Données proches du
séparateur : petite
« marge » = faible
robustesse

@ Un critére de choix
possible : maximiser la
marge
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Maximisation de la marge

F. Rossi (INRIA)

Données linéairement
séparables : une infinité de
choix possibles

Données proches du
séparateur : petite

« marge » = faible
robustesse

Un critére de choix
possible : maximiser la
marge

Machine a vecteurs de
support
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Formulation du probleme

marge : distance entre le séparateur et I'observation la plus

proche
notation (w,x) = Y7, wx;
marge :

min 1w, x;) + bj =min yi({w. X;) + b)
i (W, w) i (W, W)

)

en I'absence d’erreur, c.-a-d., avec y;((w, x;) + b) > 0 pour tout i
normalisation par min; y;({w, x;) + b) :

(Po) minw,p 3(w,w),
sous les contraintes y;((w,x;) + b) > 1, 1 <i < N.

probléme d’optimisation quadratique sous contraintes linéaires
formulation duale plus simple
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Optimisation sous contraintes

@ ajout de contraintes = probleme généralement plus difficile
@ mais ici la fonction a optimiser est quadratique
@ stratégie générale :
e point initial w(®) admissible (c.-a-d., qui vérifie les contraintes)
e amélioration progressive de la fonction a optimiser en restant
admissible

@ nombreuses stratégies possibles

@ concept important : contraintes saturées (ici quand
yi((w, x;) +b) = 1)
@ principale difficulté ici : trouver un point initial admissible
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Formulation duale

@ Lagrangien (multiplicateurs a; > 0) :

N
£(w.b) = J(w.w) — > o (yi((w. ) + ) ~ 1)

i=1

@ minimum par rapport a (w, b) et maximum par rapport & « (point

selle)

e aun point selle, 2% = 0 et % = 0, soitw = >N | ayx; et
SN aiyi=0

@ les conditions de Karush-Kuhn-Tucker impliquent aussi (a
'optimum)

i (yi((w,x;) +b) —1) =0
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Formulation duale

@ (Pp) est donc équivalent a

N N N
(Do) maxa Y ity i — g dieg >_j1 iy YiYi(Xi, X))
sous les contraintes Z,-’L ajyi=0eta; >0

@ probléme plus facile a résoudre :
e toujours quadratique
e contraintes plus simples
@ quand (yi((w,x;) +b)—1)>0,a;=0:
o les observations éloignées du séparateur n’interviennent pas dans
la solution
@ la solution dépend uniqguement des observations « sur la marge » :
les vecteurs de support (contraintes saturées)

o (W,X) =", 0 qiYi{Xi,X)
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Algorithme SMO

@ Sequential Minimal Optimization
@ mise a jour de deux multiplicateurs a,(t) et aj(.t) simultanément a
chaque itération (les autres sont fixés)
@ contraintes réduites :
(t+1 yi +ay(t+1 _ Oé,(-t)}/i _|_ajyj(t)
>0 et a(’“ >0
@ solution calculable exactement

@ j et/ sont choisis par exemple parmi les multiplicateurs qui ne
vérifient pas la contrainte «; (y;((w,X;) + b) —1) =0

(t+1
Qj

o cf http://research.microsoft.com/~jplatt/abstracts/smo.html
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Exemple

Aprés convergence

7.0 8.0

Longueur Sépale

20 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Exemple

SVM

7.0 8.0

Longueur Sépale
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Largeur Sépale

F. Rossi (INRIA)

30/48

réseaux de neurones




Exemple

SVM

7.0 8.0

Longueur Sépale

20 25 3.0 35 4.0

Largeur Sépale
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Exemple

SVM

7.0 8.0

Longueur Sépale

Largeur Sépale
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Cas non linéairement séparable

@ le probleme Py n’a pas de solution : pas de point admissible
@ assouplir les contraintes :

o autoriser des erreurs de classement

@ conserver la notion de marge pour les points bien classés
yi((w, x;) +b) > 1 ¢ avecg >0
o les ¢ sont les « variables ressort »

@ nouveau probleme :

(Pc) minyp ¢ %(Wa w) + CZ;\; &i,
avec y,-((w,x,-) + b) >1— &, 1<i< N7
§>0,1<i<N.

@ variantes possibles (par exemple C Zf; £2)
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Interprétation

@ (Pc¢) s’écrit aussi
(Pc) minwp ¢ %<W, w) + CZ,-’L &i,
avec & >1-— y,'(<W,X,'> + b), 1 <i<N,
§i>0,1<i<N.

@ de fagon équivalente :

—

N
(P¢) T’ip 5w, w) + c; max (1 — y;((w,X;) + b),0)

@ interprétation de C :

e compromis entre erreurs et marge

e C grand : erreurs interdites, au détriment de la marge (le modéle
« colle » aux données)

o C petit : marge maximisée, au détriment des erreurs

@ choix de C délicat : cf la suite du cours
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Probleme dual

@ (P¢) est équivalent a

N N N
(Dg) maxa Yoisq i — 3 Xy > j—1 icYiyi{Xi, X;)
sous les contraintes >N a;y;=0et0<a; < C

@ seul changement : valeur maximale sur les multiplicateurs
@ SMO toujours applicable
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Exemple

C=0.005, 18 erreurs
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Exemple
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Exemple
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Exemple

C=0.1, 5 erreurs
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Exemple

C=1, 6 erreurs
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Exemple
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Machine a vecteurs de support

Résumé

Cas lingaire :
@ discrimination a deux classes
@ algorithme alternatif a celui du Perceptron pour un neurone MCP
@ solution robuste (marge maximale)
@ facilement extensible au cas non linéairement séparable
@ algorithme d’optimisation relativement complexe
@ choix de C délicat
Dans la suite du cours :
@ extension au cas non linéaire
@ choixde C
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Projection linéaire

Autre solution pour le neurone MCP :

@ si on remplace la fonction de Heaviside par T(u) = u, on obtient
un modéle linéaire (affine) de sortie

n
> Wi +b=(w,x)+b
pa

@ réalise une projection de R” dans R
@ comment optimiser cette projection ?

@ bien regrouper les projetés d’'une méme classe (variance intra
petite)

@ bien éloigner les projetés de classes différences (variance inter
grande)
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Variances

@ on ne considére que la projection (w, Xx)
@ décomposition de la covariance :
e covariance totale T = ‘NZL (X — p)(X;i — )™ (1 moyenne des x)
o covariances intraclasse Wi = - >, ¢, (Xi — ) (Xi — i) ™ (1
moyenne des x de la classe Cx)
e covariance interclasse B = & ZkM:1 Nic(pk — 1) (px — )7
o T=B+W,avec W=1V . NeW
@ projection = « multiplication » par w
e intraclasse : w’ Ww
e interclasse : w' Bw
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Critere de Fisher

"Bw
T ww

@ si w maximise le critere, on montre qu'il existe A tel que
Bw = A\Ww (probleme de valeur propre généralisé)
@ en général W est inversible et w est donc vecteur propre de
W~1B (associé & la plus grande valeur propre)
@ algorithme basique (méthode de la puissance itérée) :
o w(® aléatoire

@ Critere de Fisher : maximiser

(1) — 1
ow W= 1BW(,)”W Bw(®
@ converge vers un vecteur propre associé a la plus grande valeur
propre

@ puis on ajoute un seuil b optimal (sous une hypothése de
distribution gaussienne)
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Autre exemple
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Régression linéaire

Solution alternative au critére de Fisher :
@ optimisation du critére des moindres carrés :

N
E(w,b) = (v — (w,x;) + b)?

i=1

@ régression linéaire classique

@ pour deux classes de mémes effectifs : régression linéaire ~
analyse discriminante de Fisher
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Régression linéaire simple

Cas le plus simple (régression linéaire avec p = 1) :
@ on dispose de N couples de réels (X;, yi)1<i<n
@ on cherche a et b deux réels tels que y; ~ ax; + b
@ résolution des moindres carrés :
@ On minimise

N
Eab)=> (axi+b- ¥i)?
i=1

@ Ona

o€ 1Y
% - <b+ ; aX, )
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Régression linéaire simple
@ ona
9 N , N
9% =2 (ag(xi) + ;Xi(b - y,-))

@ X :la moyenne (empirique) des Xx;, ¥ : moyenne des y;, X2
moyenne des (x;)? et Xy : moyenne du produit x;y;

@ on trouve :
—~ Xy —X.y
a - XY
X2 — (X)?
~ X2y — XXy

x2 — (x)2
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Cas général

Méme principe :
@ onpose (W,x;) + b= (v,z),avecz = (x,1) etv=(w,b)

o &=, ((v.z) — y)?
@ la différentielle de £ est donnée par

N
de =23 ((v,z)) - y)z; =2(vZ - Y)Z',
i=

avecZ = (z1,...,zn)etY = (y1,..., ¥N)
@ d& = 0 est donc équivalent a

ZZ'vT =zy’

@ résolution par (pseudo)-inversion de ZZ'
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Exemple

Régression linéaire
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Exemple

Analyse discriminante de Fisher
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Autre exemple
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Autre exemple

Régression linéaire
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Méthodes quadratiques

Résumé

Régression linéaire et analyse de Fisher :
@ discrimination a deux classes

@ algorithmes alternatifs a ceux du Perceptron et des MVS pour un
neurone MCP

@ facile a mettre en ceuvre
@ s’appliquent au cas non linéairement séparable
@ ne trouvent pas la solution sans erreur si elle existe
@ extension simple a plus de deux classes
@ extension simple a la régression
Dans la suite du cours :
@ régression
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Méthodes linéaires

Résumé

@ un modele neuronal unique : le neurone de McCulloch et Pitts

@ deux fonctions d’activation : Heaviside ou identité
@ quatre algorithmes :

@ Perceptron (linéairement séparable seulement)
@ Machine a vecteurs de support (marge maximale)
© Analyse de Fisher (séparation des classes)

© Régression (moindres carrés)

@ quelques problémes restants :

e problémes non linéaires
o plus de deux classes
@ choix de l'algorithme
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