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Modélisation stochastique
o o

#® Phénomenes intrinsequement aléatoires : mécanique
guantique

#® Phenomenes chaotiques :
s rupture d’eéquilibre (stylo en equilibre sur sa pointe!)
» phénomenes tres complexes (météo par exemple)
# Connaissance incomplete, exemple :
s lienentre zetx

r=122145312254215352525435523232
2=031045311345116262526425524222

s Plz=3lx=2)=
Pz =1z =2) = 5
s enfait z = x + y avec et

L P(z=2z=2)=1et
3

y=—-11-1-10000-11-11-101-1100010-100010-10

o |
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Probabilités
o N

Deux visions :

1. “objective”:
# Vvision “fréeguentiste”
# calcul de frequence par comptage
# probabilité : limite des fréquences
# exemple : probabilité gu’un accident soit une
conseguence de la consommation d'alcool

2. “subjective” :
# vision bayesienne
# connaissance/croyance a priori
® prise en compte de I'expérience pour modifier la
croyance
® exemple : probabilité qu'une piece tombe sur pile

o |
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Probabilités (2)
FModéIe probabiliste, (2, M, P) : N
#® () :l'univers, I'ensemble des possibles :
s lancé d'un dé: Q) =1{1,2,3,4,5,6}
s lancé d’'une piece deux fois de suite :
Q=A{(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}
® M :les évenements étudiables (M C P(Q2)) :
s conditions techniques : une o-algebre, i.e. :
s contient € (événement sir) et () (événement
Impossible)
s stable par passage au complémentaire (pour pouvoir
dire que A n’a pas eu lieu)
s stable par union dénombrable (pour pouvoir dire que
A ou B ont eu lieu)
s exemple : M =P(Q)

o |
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Probabilités (3)
FModéIe probabiliste, (2, M, P) : N
#® P :une probabilité :
une fonction de M dans |0, 1]
donne la probabilité d’'un évenement
P(2)=1
siles (A;);en Sont des évenements deux a deux disjoints

(1) - S

s exemple pour dé non pipé, P({i}) = + pour tout :
#® P definit une intégrale, et on a

e o 0 b

(B) = B
P(B /1dP J
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Conditionnement
| | o
Un des concepts les plus importants en probabilité : gu’est-ce
gu’'apporte une information ?
® P(A|B) :la probabilite de I'évenement A sachant que
I'evenement B a eu lieu (P(B) > 0)
o
P(ANB) P(ADB)
P(B)  P(B)

P(A|B) =

» exemple:
s A = {le dé donne une valeur > 4} et
B = {le dé donne une valeur > a 2}

P(AB) = P(A) (car A C B) etdonc P(AB) = 1
P(B) = 3
P(A|B) =

o |
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Indépendance
Deux evenements sont indéependants si la connaissance de —‘
I'un n'apporte rien sur l'autre :
® Aet Bindépendants < P(AB) = P(A)P(B)
® si P(B) >0, Aet Bindépendants < P(A|B) = P(A)
Hypothese tres utile en pratique. Par exemple :
» on lance n fois une piéce (P(P) = P(F) = 3)
® univers Q) ={P F}"
® lancés indépendants, implique P({ls,...,l,}) = 5=
#® par indépendance, connaitre P pour les évenements
reduits a un lancé permet d’obtenir P sur M toute entiere

|
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Une application subtile
FLe jeu des portes : —‘
® |e joueur est placeé devant trois portes
#® un cadeau est caché derriere une porte (il N’y a rien
derriere les autres)
# |e joueur choisit la porte i
# [|'animateur lui indique gque le cadeau n’est pas derriere la
porte j (j # 1)
Question : le joueur a-t-il intérét a changer de porte ?

o |
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Une application subtile
FLe jeu des portes : —‘

® |e joueur est placeé devant trois portes

#® un cadeau est caché derriere une porte (il N’y a rien
derriere les autres)

# |e joueur choisit la porte i

# [|'animateur lui indique gque le cadeau n’est pas derriere la
porte j (j # 1)

Question : le joueur a-t-il intérét a changer de porte ?

Modélisation :

#® () position du trésor, choix du joueur, choix de I'animateur

#® position du trésor et choix du joueur indépendants (et
uniformes)

#® choix de 'animateur uniforme (sachant la position du
trésor et le choix du joueur)

o |
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Une application subtile (2)
o o

Calculs :
#® probleme totalement symeétrique
e PT=1J=1,A=2)?

o |
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Une application subtile (2)

Calculs :
probleme totalement symétrique
P(A=2T=1,J=1)=1

o

9
9
K

P(T=1J=1)=
PT=1J=1A

1

I col

1

3 1

|
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Une application subtile (2)

Calculs :
probleme totalement symétrique

°

® PA=2IT=1,J=1)=

® PT=1,J=1)=:z

® PT=1J=1A=2)=+%

® PJ=1,A=2)=PJ=1,A=2T=1)+P(J=1A=

® P(A=2|T=3,J=1)=1donc
PJ=1,A=2T=3) =1

® P(J=1,A=2)=2

o |
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Une application subtile (2)

Calculs :
probleme totalement symétrique

°

® PA=2IT=1,J=1)=

® PT=1,J=1)=:z

® PT=1J=1A=2)=+%

® PJ=1,A=2=P(J=1,A=2T=1)+P(J=1A=
2, T =3)

® P(A=2|T=3,J=1)=1donc
P(J=1,A=2T=3)=1

® P(J=1,A=2)=2

® donc P(T=1J=1,A=2) ==

o |
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Une application subtile (2)

Calculs :
probleme totalement symétrique

°

® PA=2IT=1,J=1)=

® PT=1,J=1)=:z

® PT=1J=1A=2)=+%

® PJ=1,A=2=P(J=1,A=2T=1)+P(J=1A=
2, T =3)

® P(A=2|T=3,J=1)=1donc
P(J=1,A=2T=3)=1

® P(J=1,A=2)=2

® donc P(T=1J=1,A=2) ==

Moralite : il faut changer de porte'!

|
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Variables aléatoires
—

On se donne D et A une o-algebre de D. Une variable
aléatoire sur (2, M) est

#® une fonction X de (2 dans D

® mesurable : pourtout A € A, X 1(A) e M

Intuitivement, on veut pouvoir calculer la probabilité d'un
évenement de la forme X € A. Exemples de variables
aleatoires pour €2 defini par le résultat du lance de deux dés :
#® S :lasomme des deux deés

#® M :la plus grande de deux valeurs obtenues
Si D est au plus dénombrable, on parle de variable aléatoire

discrete.

|
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Lol et fonction de répartition
o o

# X définit une probabilité sur D, notée Px grace a:
Px(A)=P(X'(A)=PX € A

Px estlalol de X.
® Sj X est avaleurs dans R, on définit la fonction de
repartion de X, F'y par

Fx(y) = P(X <vy)

#® une variable aléatoire X admet une densité quand il
existe une fonction fy de R dans R telle que pour tout
Ae A

P(X € A) = /A Fe(@)da

o |
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Exemples
o o

® S =somme de deux dés :

213141516789 (101112
P 1112|134 5|6 |5 4|3 |2 |1
S 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Fo| L |36 [10[15]21]26|30]33]35][4
S 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
® VM =max de deux dés :
11213141516
P 113 |5 |79 |11
M |36 |36 | 36 | 36 | 36 | 36
1 4 9 16 25
v 3536 | 36 | 36 | 36 | -
® loi exponentielle : fx, (z) = 1g+ () Ae™ %,

Fyx,(y) = 1g+(y) (1 — ™)

o |
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Espérance
o o

Version mathématique de la notion de moyenne :
I'espérance .
® Basée sur l'intégrale associée a une probabilité :

E(X) = / XdP
# si X estune variable aléatoire positive, £(X) est bien

définie (mais on peut avoir £(X) = oo)
#® Propriété intéressante

E(f(X)) = [ 1(x)aP = [ fdy

® casdiscret: E(X) = ) apPx(az)

o |
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Exemples

® Valeurd'undé: E(V) =1

#® Somme de deux dés : E(S5)
I'espérance!)

® Max de deuxdés: E(M) = 1 ~ 447

# Variable avec une densité

E(X) = / v fr(2)da

7 (par linéarité de

#® v.a. exponentielle : E(X,) = +

# v.a. gaussienne (ou normale), notée N (u, o) :

1 _ (x_/*L)Q

fX(w):a\/g6 22 et E(X) = p

o |
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Variance
o .

ldee : mesurer la dispersion d’une variable aléatoire autour
de sa moyenne.
® Variance: o*(X)=F ((X — E(X))?)
® Ecart-type : 0(X) = /o2(X) (1)
® P(lX—-FEX)|>¢ < “26(2X> (Bienayme-Tchebychev)
® Exemples:
s Variable avec une densité :

(X)) = / (¢ — B(X)) fx(2)da

1

s Vv.a. exponentielle : 0*(X)) =

s V.a. gaussienne : 0*(X,) = ¢°. Remarque :
P(|X — E(X)| < 1.960) ~ 0.95 (BT donne 0.74)

o |
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Corrélation
o o

Idée : mesurer le “lien” entre deux variables aléatoires.

® Covariance :I'(X,Y)=F|(X — E(X))(Y — E(Y))]

® si X etY sont avaleurs dans R™, on définit une matrice
de covariance :

T'(X1,Y:) . T(X1,Yn)
['(X,Y) = f I'(X;,Y;)
(X, Y1) . T'(Xy, Ya)
I'(X,Y)

» Coefficient de corrélation : p(X,Y) = =555

® p(X,)Y)=0:variables dites non corrélees

#® X etY indépendantes = X et Y non correlées (le
contraire est faux!)

® I X+Y)=0*(X)+*(Y)+T(X,Y)

o |
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—

Conditionnement
-

Idee : approcher Y par une fonction de X (i.e. “expliquer” Y

grace a X).

® Pour tout couple de v.a. X et Y, Il existe une v.a.,
mesurable au sens de o(X), notée E(Y|X) telle que pour
tout B

E(Ylxep) = E|E(Y|X)1xeB]

/ YdP:/ E(Y|X)dP
XeB XeB

# enfait, E(Y|X) = f(X) pour une certaine fonction f

® siY possede une variance, f(X) est la meilleure
approximation de Y par une fonction de X au sens des
moindres carres

Ou encore

|
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.

Conditionnement (2)
Onnote E(Y|X =x) = f(z)
# point de vue intuitif : £(Y|X = x) associe a x la valeur
moyenne des Y qu’on peut obtenir quand X =z
® si X estdiscrete, le point de vue intuitif est exact, i.e.

E(Y1x_,)
EY|X =2) =
® exemple : S, somme de deux dés, X, valeur du premier
deé.
X 112131456
ES|IXi=2) 3|5 |5 |3 |3.|%

S’obtient par indépendance : E(S| X, = z) =

|
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Conditionnement (3)
—

#® si X etY ontune densite jointe, i.e., il existe une fonction
fxy telle que

Py eV)= [ [ forteyisdy
|4
# alors E(Y|X) admet pour densité

fXY($7 y)
fx(2)

fY|X(?J’$) —

» avecC

fy () = / Fry (0, y)dy

|
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Conditionnement (4)
- a

# conditionnement par un eévenement

1
E(Y|B) = —/ YdP
= 55) J,
® exemple : M, max des lancés de deux dés, X, valeur du
premier dé : E(M|X; > 3) = 23 ~ 4.92
8 siY = f(X), E(Y|X)=f(X)
® siY = f(X)+ & etque &£ et X sont indépendants :

E(Y|X) = f(X)+ E(&)

o |
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Statistigues
o o

Principe général :

® on observe des variables aleatoires X, ..., X,, de méme
lol P

#® on cherche obtenir des informations sur la loi P a partir
des observations

# par exemple, on fixe une famille de lois P € {F,|0 € O}, et
on cherche a trouver la valeur de 6 telle que P = F,

# plus généralement, on cherche a estimer «/(6)

Exemples :

® X, ~ N(u,1)etoncherche

# Modele linéaire : Y; = ax; + 5+ & avec & ~ N(0,0) et on
cherche a et

o |
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Estimateur
F.p On suppose les X; a valeur dans A —‘
# Un estimateur de a(f) € B est une fonction mesurable o
de A" dans I'image de B
#® Exemples avec P, , une loi de moyenne y et d’ecart-type
o .
s Estimateur de u : la moyenne empirique
(X, .. Xp) = % Z?zl X
s Estimateur de o2 ; 02 = Ly (X —R)?
# Biais d'un estimateur : F(a(Xy,...,X,)) — «a(0)
® Exemples:
s E(u(Xy,...,X,)) = u:estimateur sans biais

s F (O/'\2(X1, . ,Xn)) = =152 : estimateur biaisé (on lui

n

préfére donc o2 = L3 (X —0)?)

o |
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Exemple
o o

Procédure :

® onprend X, ~ \e ", avec \ = 2, soit :
s F(X;) = %
s 0%(X;) =7

# on considere n = 20 realisations

#® on calcule u et o2

#® onrecommence 2000 fois

#® pour chaque estimateur, on trace I'histogramme des
valeurs obtenues

#® on calcule la moyenne des valeurs (approximation de
I'espérance d’apres la loi des grands nombres) :
s FE(n) ~0.503

s E(0?) ~0.256

o |
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Effectif

300

200

100

Exemple (2)

Estimateur de I'espérance

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

=
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Effectif

350

300

250

200

150

100

50

Exemple (3)

Estimateur de la variance

0.0

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

=
o
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Estimateur (2)
o o
® Risque d'un estimateur : E [(Q(X1,...,X,) — a(8))’]
#® Variance d’'un estimateur :
El(@Xy,...,X,) — B@X1, ..., X))
#® Decomposition biais+variance du risque (on note
a=a(Xy,...,X,)):

E[(@—a(0)’] = (BE@) - )’ + E [(@- E@)]
#® Exemple, risque de la moyenne empirique : %2
#® Empiriguement (sur I'exemple precédent) :
s risque de la moyenne : 0.0126 (théorique 0.0125)
s risque de la variance : 0.0262

o |
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Lol forte des grands nombres
o o

® (X;);en iIndépendantes et identiquement distribuées
#® Alors

1 n
Im — » X, = pup.s.
fim 2 Xi= s

# \ersion intuitive : la moyenne empirigue converge
(presgque surement) vers la moyenne mathématique (i.e.,
I'espérance)

® Base de I'approche fréguentiste

#® Dans le cas de variables indépendantes, I'estimateur de la
moyenne est donc fortement consistant

o |
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Exemple
o o

Procédure :

® onprend X, ~ \e ", avec \ = 2, soit :
s F(X;) = %
s 0*(X;) =1

® on considere n réalisations
A~ L ]_ n

® oncalcule zi, = = > .| X,

#® on trace I'évolution de 1,

o |
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Exemple (2)

Estimateur de I'espérance

N\ /

/\/\/\4 N —~— S
AN

20 40 60 80 100
n J
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0.52

0.50

0.48

0.46

0.44

Exemple (3)

Estimateur de I'espérance

500

1000 1500 2000
n J
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Théoreme de la limite centrale
’7: (X;)ien Indépendantes et identiquement distribuees N

9 E(Xz) = u < 0 et 02(X7;> — 0'2 < 0

» Alors lasuite Y,, = \/n(+ > | X; — u) converge en loi vers
N(0,0)

#® Signification mathématigue : l'integrale au sens de la loi
Py de toute fonction continue bornee converge vers
I'intégrale de cette fonction au sens d’'une loi normale
N(0,0)

# Signification intuitive : quand n est grand, Y,, se comporte
presque comme une variable aléatoire gaussienne

#® Donne une idée de la dispersion de la moyenne empirigue
autour de la moyenne mathématique

o |
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Suite de I'exemple (4)

Estimateur de I'espérance

20 40 60 80 100
n J
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0.52

0.50

0.48

0.46

0.44

Suite de I'exemple (5)

Estimateur de I'espérance

500 1000 1500 2000
n J
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Une autre verification expérimentale
o o

Procédure :

® onprend X, ~ \e ", avec \ = 2, soit :
s F(X;) = %
s 0*(X;) =1

#® pour différentes valeurs de n :
» 0N considere n realisations
s on calcule \/n(i, — i)
s Onrecommence k fois
» on trace I'histogramme des valeurs obtenues
#® on étudie I'évolution de I'nistogramme quand n augmente

o |
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15

1.0

0.5

0.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Reéesultat

Evolution de la dispersion de i

1 2 5

0.8 1.0

0.6

0.4
B

0.0

-0.5

N\
=
0.8
[

0.6

0.4

0.2
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Vraisemblance
’7: Modele parameétrique, P € {F,|0 € ©} dominé : chaque Pg—‘

possede une densité

# \Vraisemblance : £(4,.), une densité pour P,

#® Vraisemblance d’'un échantillon i.i.d. :
L(O,x1,...,2,) =], L£(O,x;)

® Estimateur du maximum de vraisemblance : estimateur
¢ qui maximise L(0,z1,...,x,), i.€.

L (g(xl, R I ST ,wn) =supL(0,x1,...,x,)
Ie)

# |dée intuitive : la vraisemblance £(0, x4, ..., x,) donne une
idée de la probabilité d’obtenir les observations si celles-ci
sont engendrées par P

#® Cas discret : mise en ceuvre de I'idée intuitive

o |
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Vraisemblance (2)
o - . _ o

#® En général, on maximise la log-vraisemblance, i.e.

1=1

® Exemple, pile ou face truqué :
s parametre p (probabilité d’avoir pile, soit z; = 1)
» oObservations i.i.d. (k fois pile)

Lp,a',....a")=]]» H1— pF(1 —p)F
=1 ‘=

s estimateur du maximum de vraisemblance : p =

#® La moyenne empirique est en genéral I'estimateur du
maximum de vraisemblance pour I'espérance

k
n

|
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Exemple de mise en ceuvre
—

Procédure :

® X, . pile ou face (probabilité p d’avoir pile)
® L, :nombre de piles obtenus pour n lances
» on trace I'évolution de p,, = =

o

d’apres la loi des grands nombres, p,, converge vers p

|
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1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Exemple (2)

Estimateur de p

20

40 60 80 100
n J
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0.60

0.58

0.56

0.54

0.52

Exemple (3)

Estimateur de p

WVMM

500 1000 1500 2000
n J
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Vraisemblance (3)
o o

Problemes possibles :

#® n’existe pas toujours

#® n’est pas toujours sans biais. Exemple :
s X;~ N(0,0)
»

1 D RE
Lozt ... 2" = 20°7) e 202

s on montre que I'estimateur du MV de o est alors
1 n 2 . ..,
LS~ 22 qui est biaisé!

Néanmoins tres pratique, en particulier car un estimateur du

MV est en général consistant.

o |
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Estimation bayesienne

ldée : mettre une distribution sur ©, un a priori.
#® Regle de Bayes

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =55

#® Permet d’estimer P(0|x,...,x,) grace a:
s P(xy,...,2,|0) : modele paramétrique
s P(6):apriori sur ©
s P(xy,...,z,): parintegration
#® Permet de tenir compte de connaissances expertes

o |
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Exemple : pile ou face trugué
o o

probabilité d’obtenir pile : p

on observe P, le nombre de piles obtenues dans n lancés
P(P, = klp) = (;)p*(1 —p)"~*

probabilité a priori sur p : uniforme sur |0, 1]

on utilise la regle de Bayes avec densité

P(P, = klp)p(p)
P(P, = k)

oo 000

p(p’Pn = k) —

] B o pk(l_p)n—k
® onobtient p(p|P, = k) = T o (1—p)—*dp

#® onreconnait une loi Beta de parametres k+1etn—k + 1,

e k1 : (k+1)(n—k+1)
d’espéerance - et de variance (2200 r3)

o |
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Exemple : pile ou face trugue (2)
o o

loi des grands nombres lim £ = p

n—aeo

asymptotiquement £ ~ p

t tl)(n—k+1)  p-p) _ o?

asymptotiquemen CHH=) - m

Intuitivement : la distribution a posteriori de p se resserre
autour de son espérance

o o o o

o |
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P(pIPn)
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Exemple (3)

Evolution de p(p|Py)
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A priori non uniforme
-

On sait que la piece est truquée et on a des informations sur

la nature du trucage :

#® probabilité d’obtenir pile : p distribué selon une loi Beta de
parametres a et b

# on montre alors que p(p|P, = k) est une Beta de
parametres k +aetn —k+ b

® espérance de p sachant P, = k : -44¢
(k+a)(n—k+b)

(n+a+b)?(a+b+n+1)

#® variance de p sachant P, =k :

|
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Exemple (4)
o o

A priori : loi Beta(60,50)

Densité de la loi Beta(60,50)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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P(pIPn)

P(pIPn)
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Exemple (5)

Evolution de p(p|Py)
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