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&2 Forme générale

m un probléme d’optimisation (P) est défini par

minimiser sur R"  J(x)
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A AT Forme générale

m un probléme d’optimisation (P) est défini par

m rappel de vocabulaire :
» les h; sont les contraintes d’égalité (notées h(x) = 0)
« les g; sont les contraintes d’inégalité (notées g(x) < 0)
o 'ensemble des contraintes est

C={xeR"Nhi(x)=0,1<i<petg(x)<0,1<j<q}

ensemble des points admissibles ou réalisables

= [




=3 {ii | Conséquences

m les contraintes changent les conditions d’optimalité
m exemple :
e J(x,y) = x? + y? a minimiser sous la contrainte
g(x,y)=4—-x*—y*<0
o sur R?, on étudierait VJ = 2(x, y)T
e mais ici, le minimum vaut 4 et est atteint sur le cercle
x? 4+ y? =4 surlequel VJ # 0
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=3 {ii | Conséquences

m les contraintes changent les conditions d’optimalité

m exemple :
e J(x,y) = x? + y? a minimiser sous la contrainte
glx,y)=4-x*—y?<0
o sur R?, on étudierait VJ = 2(x, y)"
e mais ici, le minimum vaut 4 et est atteint sur le cercle
x? 4+ y? =4 surlequel VJ # 0
E mais pas toujours :
o J(x,y) = x? + y? a minimiser sous la contrainte
glx,y)=x*+y?-4<0
¢ le minimum est atteint en (0,0), avec VJ =0
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=3 {ii | Conséquences

m les contraintes changent les conditions d’optimalité
m exemple :
o J(x,y) = x? + y? a minimiser sous la contrainte
gx,y)=4-x*—y*><0
o sur R?, on étudierait VJ = 2(x, y)"
e mais ici, le minimum vaut 4 et est atteint sur le cercle
x? 4+ y? =4 surlequel VJ # 0
E mais pas toujours :
e J(x,y) = x? + y2 a minimiser sous la contrainte
glx,y)=x*+y?-4<0
¢ le minimum est atteint en (0,0), avec VJ =0
m les contraintes doivent donc apparaitre dans les conditions
d’optimalité
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i BTl Existence d’'un minimum

m cas général : (P) : minJ(x),x € C C R"
E 0N suppose :
e J continue
o et C fermé et non vide
m alors :
e Si:
e (C estborné
e ou si J est coercitive
e alors (P) admet au moins une solution
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i ZE00M Existence et unicité

® remarque : si
C={xeR"h(x)=0,1<i<petg(x)<0,1<j<q}

avec des h; et g; continues, alors C est ferme

m si J est strictement convexe et C est convexe, alors (P)
admet au plus une solution

m probleme convexe :

o J est convexe

e les h; sont affines

* les g; sont convexes
e et donc C est convexe
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i %8 Condition du premier ordre

m si J est Gateaux-différentiable en x* solution de (P) et si C
est convexe, alors :

vx eC, (VJ(X*),x —x*) >0

B remarques :
e intuitivement : on ne peut s’éloigner du minimum que dans
une direction de montée
o généralisable : notion de direction admissible
e si x* est un point intérieur de C alors VJ(x*) =0

m si J est convexe la condition est nécessaire et suffisante
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% A0 Egalités et inégalités
m Conditions nécessaires non qualifiées
m cas particulier h;(x) = 0 et g;(x) < 0 ol tout est C' (J

inclus)
® soit x* une solution de (P), alors il existe A* = (A],...,A;)
et u* = (ug, 13, - - -, g) tels que
o (AL p")#0

e hi(x*) =0, 1 <j< p(admissibilité en égalité)
e gi(x*) <0, 1 <j < q (admissibilité en inégalité)

e pu;20,0</<gq

° pjgi(x*) =0, 1 </ < g (conditions de complémentarité)
[ )

1 VJ(x*) +Z/\*Vh -l-Zung, =0
i=1 j=1

TELECOM
ParisTech

X wHIT



280 Qualification

m condition utile si g # 0
m probléme de qualification des contraintes :

« conditions (locales) sur le probleme qui garantissent que

po # 0
o trés nombreuses variantes plus ou moins sophistiquées
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BTl Qualification

m condition utile si g # 0
m probléme de qualification des contraintes :

« conditions (locales) sur le probleme qui garantissent que

po # 0
o trés nombreuses variantes plus ou moins sophistiquées

m confrainte active : g; est active (ou saturée) en X* si
gi(x*) = 0; I(x*), ensemble des indices des contraintes
actives en x*
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BTl Qualification

m condition utile si g # 0
m probleme de qualification des contraintes :

o conditions (locales) sur le probléme qui garantissent que
po # 0
o trés nombreuses variantes plus ou moins sophistiquées
m confrainte active : g; est active (ou saturée) en X* si
gi(x*) = 0; I(x*), ensemble des indices des contraintes
actives en x*
m regularité : x* est régulier pour g et h si
e x* est admissible
o les Vh;(x*) sont linéairement indépendants
e il existe d # 0 tel que (Vh;(x*), d) = 0 pour tout i et
(Vgj(x*),d) < 0 pour tout j € I(x*) (ou (Vg;(x*),d) =0 si
g; est affine)
e régularité de Mangasarian-Fromowitz
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i %8 7l Conditions qualifiées

m Conditions nécessaires qualifiees du 1er ordre de KKT
(Karush, Kuhn et Tucker)

m Hypotheses :

e« J,hetg C'

» Xx* solution de (P)

e X* est régulier pour g et h
m Alors il existe A* = (A],..., Ap) et p* = (u3, ..., ug) tels

que

(] h,'(X ) O 1<
g(x7) <0, 1</
W = 0,1<j<
u,’-‘g/(x*)= 0, 1
et

p q
V) + YN TR + 3 1 Vg x') =
i=1 j=1
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i 25000 Cas convexe

m si le probléme (P) est convexe, les conditions de KKT sont
necessaires et suffisantes en un point x* régulier

m remarque : le caractere suffisant ne nécessite pas la
régularité

m conditions de qualification plus simples (de Slater) : il
existe au moins un point strictement admissible g(x) < 0
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a0 Lagrangien

m le Lagrangien du probléme (P) est la fonction

p q
LA, 1) = J(X) + > Nihi(X) + > p1ygi(x)
=1 j=1

m quand J, h et g sont C' les conditions de KKT s’expriment
par VxL(x*, A", u*) =0

m les ); et les i sont les multiplicateurs de Lagrange
associés aux contraintes
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i %8Gl Dualité
m fonction duale de Lagrange
g, ) = infL(x, A, )

m g est toujours concave

m pourpu >0

9(A, ) < inf J(x)

m probleme dual (Q) associé au probléme primal (P)

maximiser sur RPT9  g(\, p)
avec p;>0,1<j<q

m saut de dualité :infyee J(X) — max,>o g(A, i)
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il AT Point selle
m symétrisation du probleme : (P) est équivalent a

inf sup L(x, A, u)
X X\,p>0

m le probléme dual (Q) est

sup infL(x, X, p)
Au>0 X
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i Z 500 Point selle

m symétrisation du probleme : (P) est équivalent a

inf sup L(x, A, u)
X \,u>0

m le probléme dual (Q) est

sup infL(x, X, p)
Au>0 X

m point selle : minimal par rapport a une variable, maximal
par rapport a I'autre

m (X*, A", u*) est un point selle du Lagrangien si pour tout
(X, A, p) (> 0etp>0)

L(X*, A, p) < L(X*, A", p*) < L(X, A%, p¥)
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i ZE00H Théoreme de dualité

B (X*, A", u*) est un point selle avec p* > 0 ssi x* est une
solution de (P), (A*, u*) est une solution de (Q) et le saut
de dualité est nul

m intérét : pour résoudre le probleme, on peut donc chercher
un point selle du Lagrangien
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i ZE00H Théoreme de dualité

B (X*, A", u*) est un point selle avec p* > 0 ssi x* est une
solution de (P), (A*, u*) est une solution de (Q) et le saut
de dualité est nul

m intérét : pour résoudre le probleme, on peut donc chercher
un point selle du Lagrangien

m remarque : un point selle du Lagrangien vérifie les
conditions de KKT (sans hypothése autre que J, h et g C")

m si le probléme est convexe : point selle & KKT
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i % A0 Regularité

m Condition plus forte que celle de Mangasarian-Fromowitz :

e X* est admissible
e Vhi(x*) et les Vg;(x*) sont linéairement indépendants pour
je I(x*)
m Contraintes fortement actives :

I"(x") = {j | gj(x") = O et yij > 0O}

m si /(x*) = IT(x*) on a complémentarité stricte
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2210 Conditions nécessaires du 2éme ordre

= Hypotheses :

e J, hetg C?
e X* solution de (P) et fortement régulier
m alors il existe A" = (A],..., A\p) et pu* = (p], ..., ug) tels
que

¢ les conditions de KKT sont vérifiées
e et pour tout d vérifiant :
e (Vhi(x*),d)=0pour1<i<p
e (Vgi(x*),d) = 0pourje IT(x*)
o (Vgi(x*),d) <0 pour /(x*)\ I (x*)
ona
<V)2(xL(X*,)\*,u*)d, d> >0
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2310 Conditions suffisantes

= Hypotheses :
e J, hetg C?
o (Xx*, X", u*) vérifie les conditions KKT

= sila matrice V2, L(x*, \*, u*) est définie positive sur
{der™ | (Ih(x').d)=0,1<i<p
et (Vgj(x*),d)=0, je I+(x*)}

alors x* est un minimum local de J sur C
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&2 Classes d’algorithmes

m quelques grandes classes d’algorithmes :
e gradient projeté :
e descente de gradient
e projection sur C a chaque étape
e pénalisation :
e optimisation sans contrainte de J+pénalité
e méthodes extérieures : on ramene progressivement le
candidat minimum dans C
e méthodes intérieures : on relache progressivement les
pénalités
e programmation quadratique successive : résoudre des
approximations quadratiques du probleme

m principe sous-jacent : résoudre une série de problémes
sans contrainte (ou plus simple)
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2132 FRosst | wHIT



a0 Projection

m outil important : projection sur un convexe fermé

e soit C un convexe fermé et non vide de R”
e pour tout x alors

mc(x) = arg min [x — yl?

existe et est unique
m propriétés :
o 7c(x) est l'unique élément de C tel que

vy € C, (x —m¢e(X),y —me(x)) <0
ou encore tel que

vy e C, (mc(x) —Yy,y—x) <0
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i % 87 Projection
m 7 est une contraction :

XY, [lre(X) = me(y)ll < [x -yl

m preuve simple :
° ona

(X = me(X), me(Y) — me(X))
(y — mc(y), me(x) — me(y))

INIA

e soit

(x —y,mc(y) = me(X)) + [[me(x) — me(y)|* < 0

« et on termine par Cauchy-Schwartz
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i 8 T Gradient projeté

m minimisation de J sur C convexe fermé
m algorithme :
1. point initial xo
2. pour k > 1 croissant
2.1 calculer yii1 = Xk — px VJ(Xk)

2.2 puis Xkr1 = me(Yr1)
2.3 tester la convergence et quitter la boucle le cas échéant (par
ex. |[Xkr1 — X|| <€)
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%8 T Gradient projeté

m minimisation de J sur C convexe fermé
m algorithme :
1. point initial Xg
2. pour k > 1 croissant
2.1 calculer Yik+1 = Xk — kaJ(Xk)
2.2 pUiS Xk+1 = 7Tc(y;(+1)
2.3 tester la convergence et quitter la boucle le cas échéant (par
ex. ||Xik+1 — Xk|| < €)
m formulation simple mais mise en oeuvre potentiellement
délicate :

e si C est simple (par ex., I} < x; < u;), pas de probléme

e sinon le calcul de m¢(Yk+1) est un probléme d’optimisation
sous contraintes
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=3 {ii | Convergence

m si J est C', a-convexe et de dérivée M-lipschitzienne
m etsipx € [B1, 2] avec 0 < By < B2 < 24

m alors I'algorithme du gradient projeté converge :

e preuve trés proche de celle du cas sans contrainte
e si X* est 'optimum, on a pour tout p

X" = mo(X* — pVJ(XY))
e donc par contraction de ¢
i1 = X2 < [ (% — e VI(XK)) = (X* = pVI(x))|2

Ce qui nous raméne au cas sans projection
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2500l Pénalisation

m idée principale : remplacer un probléme avec contraintes
par un probleme sans contrainte dont la fonction objectif
« décourage » les points non admissibles
m solution naive :
o on définit

0 xeC

e alors trouver arg mingcc J(X) est équivalent a trouver
arg mingegrn J(X) + a(X)
m solutions réalistes : utiliser une fonction « réguliére (C' au
moins) petite sur C et grande en dehors

a(x)—{ +oo x¢gC




% 8 Tl Méthodes de point extérieur

m « Vvérifie :
e « est continue sur R”
e a(x)>0
e a(x)=0&xeC
= Exemples :
« h(x) = 0 est représentée par a(x) = ||h(x)|?
» g(x) < 0 est représentée par a(x) = ||g*(x)||?
m on considére la famille de problémes (P,) pour r > 0

définis par
min (J(x) + ra(x))
m méthodes de point extérieur : on ne peut pas garantir
X;eC
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% 8 Tl Méthodes de point intérieur

® méme principe, mais avec des points a l'intérieur de C
m pour les contraintes d’inégalité seulement
m « est une barriere et vérifie :

[e]

e « est continue sur C
e X¢ C= a(X)=oc
m pour les contraintes g(x) < 0, on prend généralement

q
—_log(-g;(x))
j=1

m comme pour les méthodes de point extérieur, on considére
les problémes (P;) pour r > 0 définis par

min (J(x) + ra(x))

o
m ici, on a toujours x; € C
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2500l Pénalisation

® minimisation de J sur C convexe fermé
m algorithme (pour une suite (rx)x croissante) :
1. point initial Xg
2. pour k > 1 croissant
2.1 résoudre le probleme (P, )

min (J(x) + rka(x))

en partant de la solution x_1
2.2 tester la qualité du point obtenu x, et quitter la boucle le cas
échéant
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2500l Pénalisation

m minimisation de J sur C convexe fermé
m algorithme (pour une suite (rx)x croissante) :
1. point initial Xg
2. pour k > 1 croissant
2.1 résoudre le probleme (P, )

min (J(x) + rka(x))

en partant de la solution x_1
2.2 tester la qualité du point obtenu x, et quitter la boucle le cas
échéant
m fonctionne trés bien en pratique pour le cas du point
intérieur (on résout (P, ) par une méthode de
(quasi)Newton avec contraintes d’égalités)

m l'efficacité vient du redémarrage depuis un bon candidat

o



=3 {ii | Convergence

m on suppose J continue et coercitive, et C fermé et non vide

m on considére une méthode de point extérieur
m résultat :

e pour tout r > 0, (P,) posséde au moins une solution

e toute famille (x,),~o de solutions est bornée

e les valeurs d’adhérence de toute famille (X;),~o de
solutions sont des solutions de (P)
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=3 {ii | Convergence

®m on suppose J continue et coercitive, et C fermé et non vide
m on considére une méthode de point extérieur
m résultat :

e pour tout r > 0, (P;) posséde au moins une solution

« toute famille (x,),~o de solutions est bornée

e les valeurs d’adhérence de toute famille (X;),~o de
solutions sont des solutions de (P)
m preuve (x* est une solution de (P)) :
o J;(X) = J(X) + ra(x) est coercitive et continue
e X, solution de (P;), J(x;) < Jr(x;) < Jr(x*) = J(x*), donc
(Xr)r>0 est bornée
o comme a(x,) < Y(J(x*) — J(x;)), onalim, .. a(x;) =0

— r
« et donc pour toute valeur d’adhérence X, J(X) < J(x*)




a0 Algorithme d’'Uzawa

m idée : chercher directement un point selle du Lagrangien
m algorithme (parametre p > 0) :

1. valeurs initiales des multiplicateurs A', p
2. pour k > 1 croissant

2.1 trouver X, solution du probleme (sans contrainte)
A k k
min L(x, A%, ")

2.2 mettre a jour (AX, u*) par

M = X phi(xk)
w = max(0, 4 + pgi(xk)

2.3 tester la convergence et quitter la boucle le cas échéant (par
ex. ||Xk+1 — Xk|| < €)

TELECOM
ParisTech

T 0090900 e



a0 Algorithme d’'Uzawa

m on peut montrer que 'algorithme d’Uzawa est un gradient
projeté sur le probléme dual :
e on montre que Vg(\, p) = (A, u)"
e on maximise g(\, ), ce qui explique le signe dans la mise
a jour des multiplicateurs
o intéressant parce que la projection est triviale

m Convergence :
« siJest C', a-convexe, h affine et g convexe et M,
lipschitzienne
e et si L posséde un point selle (x*, A", u*)
e alors |’ algorithme converge vers x* pour tout choix de p
dans |0

bl M2+M2[
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